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VORWORT

Dieser Band enthilt eine Transkreiption von Helt 4. MM 309-388 der mathe-

matischen Tagebiicher Bolzanos, der Miscellanea Mathematica. Die Veriffent-

lichung erfolgt gemilh der j halen Genehmigung der Handschrifte
lung der Osterreichischen Nationalbibliothek in Wien vom 2. Januar 1967. In
der Bernard Bolzano-Gesamtausgabe ( BGA) wird dieser Band mit 1T B 3/2 be-

zeichnet.

I h

. die im Editi icht heschr

Die Ausgabe ist mil gewissen A ]
werden, den Editionsprinzipien in BGA Band E 2/1, 8.8-15 gemill hergestellt,
Wir danken Dr. 8. J. Suys-Reitsma, die uns wiederum in freundschafilichster

Weise unterstiitzt hat bei der Bearbeitung der Tat chen und griechischen
Textteile,

Bei der Vorbervitung dieses Bands haben wir wiederum ausgezeichnete Hilfe
von den Bibliotheken der Bundesrepublik Deutschland, der ONB Wien und den

holliindischen Bibliotheken erhalten.

Die Herausgeber

B.van RooTseraan
A.van pER Lugr
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EDITIONSBERICHT

Das M, kriptist den Editi der Bol G be Band

E 2/1 gemiil wiedergegeben. Daraus ergibt sich eine gewisse Korrespondenz

P I

ewischen Manuskript und gedrucktem Text, die hier zur klaren Ubersicht kurz
eusammengefallt und erlintert wird.
Der laufende deutsehe Text im Druck ist im Manuskript von Bolzano in deut-

scher Schrift miedergeschrichen. Fremdsprachige Teile, Formeln und verein-

zelte Buchstaben (besonders zu den Figuren ) im Druck korrespondieren im Ma-
nuskript mit in lateinischen Buchstaben geschriebenen Textteilen, Formeln und
Buchstaben. Einzelne Buchstaben in deutscher Schrift im Manuskript sind im
Druck Fraktur gesetzt.

Die im Manuskript unterstrichenen Wiirter und Séitze sind im Druck kursiv

gesetzt. Fiir Kursivdruck innerhalb der Interpolationsklammern sei auf die Edi-

tionsprinzipien verwiesen.

Absiitze im Druck entsprechen Absiitze des Manuskripts.

Die am Rande des Manuskripts auftretenden Vertikallinien, geschwungenen
Klammern, quer geschriebenen Wirter, u. dgl. sind in Fullnoten erliutert
worden. Die Figuren sind neu gezeichnet. An mehreren Stellen hat Bolzano
kritische Bemerkungen — bisweilen als Nachtriige — zu eigenem oder fremdem
Text in Klammern, versehen mit hochgestellten Zeichen, wie z.B. °[]°,
hinzugefiigt. Diese Merkmale sind im Drock im allgemeinen unverindert wie-
dergegeben, nur in einzelnen Fillen haben wir ein anderes Zeichen wiihlen
miissen.

Die in den Formeln vorkommenden mathematischen Funktionszeichen s, Sn,
Sin, bew. ¢, C, Cos sind einheitlich durch sin bzw. cos ersetzt worden.

Ahnliches trifft auf die Wiedergabe der Zeichen fiir die Differentiale zu, ins-
besondere auf MM 321, wo Bolzano in ganz willkiirlicher Weise das +d« und das
srunde d« durcheinander verwendet. Wir haben das im Druck durchgiingig mit

+d« wiedergegeben, damit kein Millverstindnis entsteht.



Exzerpte aus Biichern und Abhandlungen in Zeitschriften sind wie iiblich in
dieser Reihe als Paraphrasierungen betrachtet und nicht als Zitate, obgleich sie
hisweilen einem Zitat sehr nahe kommen.

Die Zusammenfassungen und Purap]lrarsltrun.p n sind gepriift worden und in

Bal 7

Fullnoten verzeichnet. Wo zu Unklarheiten An-

lall geben kiinnten oder wenn sich dabei stirende Fehler eingeschlichen haben,
ist das ebenfalls in Fullnoten vermerkt worden. Bei der Bearbeitung hat sich
heraunsgestellt, daB es sich empfiehlt, den Text durchaus als Bolzanos eigenen
Text zu betrachten.

In diesem Heft wird eine Fiille von Biichern und Schriftstellern erwiihnt, wel-
che Bolzano mit der Absicht zusammengebracht hat, sie spiiter niiher zo studie-
ren. Mehrere der genannten Werke sind in der Privatbibliothek Bolzanos erhal-
ten, wie 2. B, die Opuscula posthuma des Descartes, Das Gesetz des Gleichge-
wichts von Hoffmann, die Anfangsgriinde der angewandten Mathematik von
Kiistner, De inguirenda veritate (1691) von Malebranche, die Anfangsgriinde
von Pasquich und Petri Rami Scholarum mathematicarum (1599).

Diese Information ist aber nur von sehr beschrinkter Bedentung, weil man im
allgemeinen nicht versichern kann, daB zur Zeit der Aufzeichnungen in den MM
das beziigliche Werk schon in seinem Besitz war. Eine Ausnahme scheint das
Werk von Ramus zu sein. Die Art der Aufzeichnungen liBt vermuten, dall Bol-

zano in diesem Falle sein eigenes Exemplar verwendet hat.
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EINLEITUNG

Dieser Band, in der Gesamtausgabe mit BGA 2 B 3/2 bezeichnet, enthiilt die
Transkription des vierten Heftes der Miscellanea Mathematica (MM 309-388).
Das Heft enthilt vier Daten. Erstens 4, Nov. 1813 auf MM 315, dann 16. Jan.
1814 auf MM 341, ferner 7. Febr. 1814 auf MM 343 und schlieBlich 4. Miirz 1814
auf MM 345. Das erste Datum schlieBt eng an das letzte des dritten Heftes an.
Vergleichen wir den 22, Okt, 1813 auf MM 306 des dritten Heftes mit dem 4. Nov,
1813 auf MM 315, so kinnen wir sagen, dall die Aufzeichnungen des vierten
Heftes, anfangend mit MM 309, ab etwa Ende Oktober 1813 zu datieren sind.

Es liBt sich aber nicht so genan feststellen, wann das Heft abgeschlossen
wurde. Das niichste Datum 14, September 1814 befindet sich auf der ersten
Seite, MM 835 des zehnten Heftes. Die 490 Seiten MM 345 bis MM 835, sind also
im Zwischenraum von 4.3, 1814 bis 14.9. 1814 geschrichen. Die zwischenliegen-
den Hefte 5 his 9 enthalten zu einem betrichtlichen Teil kommentierte Ausziige
aus vielen mathematischen Lehrbiichern und Abhandlungen mehrerer Autoren
aus den Jahren 1718 bis 1814, Wenn man sich diese nicht allzn schwierige Arbeit
als bestiindig fortlaufend vorstellt, so kommt man durch lineare Interpolation
auf gut 17 Tage fiir die 43 Seiten von MM 345 bis MM 388, also auf Ende Mai
1814 fiir die AbschlieBung des vierten Hefes,

Es sollte aber klar sein, dal man dieser Schiitzung keine grolle Bedeutung
beimessen kann, weil uns dazo die Umstiinde unter denen Bolzano arbeitete,
ungeniigend bekannt sind.

Wie in den vorhergehenden Heften kisnnen die Aufzeichnungen in einige the-
matische Reihen angeordnet werden, welche teilweise Fortsetzungen sind der
entsprechenden Reihen der Hefte 1 bis 3.

Wir unterscheiden jetzt folgende Hauptthemen: Elementargeometrie, allge-

meine Geometrie (e
Mathematik, Mechanik, Raumlehre.

hlicBlich Grundlagen). hihere Geometrie, allgemeine




Elementargeometrie.

Abgesehen von einigen vereinfachten Beweisen vereinzelter Siitze und Beweis-
versuchen innerhalb seines eigenen Systems der Geometrie, sind die elementar-
geometrischen Eintragungen ganz einem kommentierten Auszug aus Rami Scho-
larum Math icarum gewid (MM 346-374).

Wir betrachten zuerst die vereinzelten Siitze,

pl ) System der Geome-

trie notiert Bolzano MM 331 den Satz: Wenn man

Zur Aufnak in sein {

c

Punkte o und u in den Linien ac und be so wiihlt, dall

ao:eo = r:m und bu:en = r:n, so hat man ax:xn =

(r+n):m und bx:xo = (m+r):n, wo x der Sch

punkt von au und bo ist.

Ral bel s fo L

den

n Beweis gefunden

I

zu haben, indem er zur Berechnung von ax : xu die Linie
b ov||be zieht, Das filhrt ihn aber zu einer unnitig kompli-
zierten Berechnung., Verwendet man zur Berechnung von ax:xu die Linie
uwl|ac, so hat man einfach

ax:ixu = aoiuw = (ao:co) - (co:uw) = (ao:co) * (be:bu) =
={r:m) - {{n+r):r)=(n+r):m.

In gleicher Weise fithrt die Wahl ov||be zu by :xo = (m+r):n.

Der von Bolzano MM 331 gefiihrte Beweis ist komplizierter.

MM 344 gibt Bolzano einen nenen Bewe
Data. d. h. des Satzes: Wenn aus einem beliebigen Punkt a des Durchmessers AB

des letzten Lehrsatzes aus Euklids

eines Kreises eine belichige Linic am zum Umfang gezogen wird und noch mn
senkrecht auf am, so trifft die zu am parallele Linie durch nin den Punkt b des AB
ein,derartdallac = beund am - bn konstant
ist {vgl. die nachstehende Figur).

Fuklid verfihrt folgendermalien, Wenn
man nb zu nv verlingert, so ist mv Durch-
messer und der Schnittpunkt ¢ mit AB Mit-

telpunkt des Kreises. Aus der Kongruenz

von Aacmmit Abevergibt sich dann ac = be
und am = bv, also am-bn = bv-bn =
Ab-bB nach dem Sehnensatz (Elem. 111,

Prop. 35). Bolzano verlingert iiberdies ma

zuml. Dannist auch np Durchmesser, und



mnvi ein Rechteck. Daraus folgert er ae = be und ap = bn, also am-bn =
am-apn = aA-aBl (= Ab-bB), ebenfalls nach dem Seb atz. Der Bol h

Beweis ist nur scheinbar kiirzer, denn im wesentlichen benutzt er die Kongruenz
von Aben mit Aacp. Der Euklidische Beweis ist also dem Bolzanoschen vorzu-
ziehen.

Eine Frage mit der Bolzano sich schon lange beschiftigt hatte, war die nach
der eindeutigen Existenz eines Lots auf eine Ebene, Diese Frage wird MM 337
aufs neue eriirtert, wo es heilt: Versuch den Lehrsatz zu beweisen, dall es nur 1
Perpendikel auf eine Ebene gebe.

Uber die Eindeutigkeit des Lots findet man schon MM 41 (etwa 1805) den
Lehrsatz: Auns einem und demselben Punkt o gibt es nur ein Loth auf dieselbe
Ebene bae. In einer Anmerkung zu diesem Lehrsatz behauptet er, dall aus der
Misglichkeit eines Punktes auBerhalb der Ebene die Miglichkeit eines Lots auf

alle Linien der Ebene leicht beweishar sei. Die Eindeotigkeit des Lots aus einem

Punkt einer Ebene wird MM 42 bewiesen, doch betrachtet er den Beweis als
iibereilt. Dal er den Beweis nicht anerkannt hat, zeigt sich MM 109 {etwa 1808).
wo er bemerkt: In der Lehre von der Ebene mangelt mir noch der Satz, dall es
aus 1 Punct der Ebene nur 1 Perpendikel gebe. Es folgt dann ein Beweisversuch,
der aber aufgegeben wird.

Der Satz wird wiederum MM 215 (etwa 1812) erwiihnt, und nochmals
MM 218 unter Verweis auf Euklid Elem. XI, Prop. 12,

Der Versuch MM 337, der hier betrachtet wird, zicht den Begriff des Epipe-
dons an. Dieser Begriff wird jetzt folgendermalien gefab: Ein Epipedon ist der
em Punkt a auf ab senkrechten Rich-

Inbegriff aller Punkte, die in einer aus
tung liegen. Bolzano bemerkt, dall er diesen Begriff schon frither benutzt hat,
Tatsiichlich wird der Begriff MM 249 (vermuthich 1813) eriictert und dort fol-
gendermalien erklirt: Epipedon ewischen o und o heile dasjenige Ding, dessen
silin

Unter Verwendung des actiologischen Satzes: Wenn die bestimmenden Stiicke

che Puncte ein gleiches Verhilinis zu 2 gegebenen haben.

eines Dings ein gleiches Verhiiltnis zn zwei Dingen haben, so hat das bestimmie

Ding ebenfalls hes Verhiiltnis zu den zwei Dingen, folgert Bolzano aus der

letztgenannten Def 1 MM 249, dall 1. wennmim Epipedon E{a b) zawischen

me E{a.b)undne Efa.b), sogilt mn e E{a,b)und

aundb, eoistam = bm,2. we

3. wenn, mon,p € E(a,b}, ¢oist die Ebene durch m, n, pin E{a.b) enthalten.

Das Epipedon hat Bolzano ei igheiten mit dem Be-
griff der Ebene. d. h. des riumlic
Verhiiltnisse zu 3 gegebenen bestimmt sind, z0 umgehen. Die Schwierigkeiten

beim Satz vom Perpendikel wiiren dann nach Bolzano gelist, wenn es sich umge-
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kehrt dartun lieBe, dall das Epipedon in der Ebene enthalten ist. Das gelingt
aber MM 249 nicht.

Ohbgleich die Definitionen MM 249 und MM 337 dem Wortlaut nach verschie-
den sind, betrachtet Bolzano sie offenbar als gleichwertig. Er entwickelt
MM 337 einige Siitze iiber Epipeda, aber der Versuch wird bald aufgegeben.
Alsc bleibt der mangelnde Satz bis jetat ohne Beweis.

Die Seiten MM 346 bis MM 374 enthalten einen mit Kommentaren versehenen
Ausrug aus Scholarum Mathematicarum von Ramus.

Mitunter gibt die Lektiire Bolzano AnlaB zu lingeren Yersuchen, bestimmte
Begriffe iiber den Rahmen der Elementargeometrie hinaus zu verallgemeinern
unid besser 2u fassen,

Anliiblich Euklid Elem. I, Def. 13 untersucht er 2. B, den Begriff der Grenze
eines Dings. Die Frage nach der richtigen Erklirung wird zuriickgefiihet auf die
Erkliirung
cinfachen Grenzteile (MM 348) erkliirt. Er kommt dann zum folgenden Ergeb-

infachen Grenzieils, indem er die Grenze als den Inbegriff der

nis (MM 348): « Grenzpuncte scheinen hier diejenigen 2 sein, welche die Eigen-

schaft haben, dall wenn man avs ihnen zu 2 oder mehreren anderen Puneten
Linien { oder Flichen ) zichen kann, die cinen Winkel {oder Ecke ) bilden, inner-
halb deren auf der hohlen Seite alle iibrigen Puncte liegen: oder wenigstens
keine anBerhalb«. Diese Erklirung wird entwickelt durch Betrachtung von

ganz besonderen P

ktmengen und ist unbefriedigend. denn erstens sollte es

wohl Geraden statt Linien und Ebenen statt Flichen heilen und zweitens wiire
an der Verwendung der Begriffe cinnerhalb« und « auBerhalb« auch wohl eini-
ges auszuselzen.

Iin Kommentar (MM 349) zu den Euklidischen Definitionen 15 und 16 des
Mitielpunkis eines Kreises, greift er zuriick auf seine friihere Erklirung des
Mittelpunkts eines belichigen Punktsystems (MM 4). Jetzt erkliict er den Mittel-
punkt so: »es ist derjenige Punet der aus allen bestimmt wird, und zwar nach

einerlei Regel, man mag die Puncte, in welcher Ordnung man will auf cinander
folgen lassen «. Diese Erklirung betrachtet Bolzano als hinreichend, um z. B. 2u
beweisen, dall der Mittelpunkt nach Euklid anch ein Mittelpunkt in diesem

Sinne ist. Er stellt s sa vor, als ob eine vollstindige Theorie des Mittelpunkis
vorliege. Das ist aber nicht der Fall, und die Aufzeichnungen MM 4, 25-28,
31-33, 85, B7 zeigen das Gegenteil. Insbesondere MM 31 gibt er ein Beispiel
daven. dall mehrvere Punkte dieser Forderung geniigen kinnen, denn der

Schwerpunkt eines Dreiecks und der Mittelpunkt des Umkreises werden aus

allen 3 Punkten auf einerlei Art bestimmt, und sind im allgemeinen doch ver-

sehieden. Das ditrfte klar sein, weil sie nach verschiedenen Gesetzen bestimmi
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werden. Es ist deutlich, dall der Bolzanosche Begriff des Mittelpunkts aufs eng-
ste znsammenhiingt mit dem des Schwerpunkis. Jedenfalls versucht er diesen
durch dhnliche Bedingungen zu erkliiren, und zwar durch solche, die anch anf
den Begriff des Mittelpunkts zutreffen kinnten,

MM 31 wird eine derartige Erkliirung versucht: «Der Schwerpunet ist ein

Punet, der aus mehreren Puncten besti werden kann; wobei 1:

die Anzahl und Lage der Puncte welche immer, 2: das Gesetz immer einerley, 3:
der Schwerpunct von n Puncten kann als ein Ort betrachtet werden, wo n
Punete zugleich sind, 4: Es soll gleichgiiltig sein in welcher Ordnung man die
gegebenen Puncte zur Bestimmung des Schwerpunets anwendet ..

Die dritte Bedingung erkliirt sich aus dem mechanischen Gedanken hinter
dem Begriffe des Schwerpunkts, ist aber villig belanglos, und sogar im Wider-
spruch mit den aus seiner Metaphysik folgenden Bedingungen fiir die (reine)
Geometrie. Aber auch wenn man die Bedingung gelten Lillt, kiinnte man obiges
eben so gut als Erklirung des Mittelpunkts ansehen.

Und dann erhebt sich unmittelbar die Frage, die Bolzano MM 31, Z. 29 als
Aufgabe formuliert: » Nun mull bewiesen werden, dall es nur ein solches Gesetz
gebe, folglich in jedem Systeme nur 1 Sehwerpunet .

Nicht zu wundern, dall ihm das nicht gelungen und ihm auch nicht gelin-
it fiilllt die Erklirung des Mittelpun

gen wird, Da . sowie die des Schwer-

punkts, fort.
Interessant ist der Satz Euklid, Elem. I, Prop. 11: Wenn zwei Kreise sich
e ithrer Mittelpunkte durch

den Beriithrungspunkt. Der Euklidische Beweis ist indirekt und soll nach Bol-

Fandtos ot
Ver

innerlich beriithren, so geht die

zano durch einen direkten ersetzt werden, Offenbar sicht Bolzano den Satz als
einen » bejahenden Satz <, denn er meinte, dabl » bejahende Sitze « immer direkt
bewiesen werden kimnen, withrend nur «verneinende Siitze« eines indirekten

Beweises wesentlich bediirfen (Vel, Bolzano Beyerdge 11, § 33). Um das Ziel zu

errcichen, wird dieser Satz zuerst in folgenden verwandelt: Wenn ein Kreis ganz

innerhalb ¢ines andern liegt, und die Gerade. die ihre beiden Mittelpunkte ver-

hindet, ithre Peripherien nicht in einem Punkte durchschneidet, so haben diese
Peripherien gar keinen Punkt miteinander gemein.,

Es ist aber, sogar nach Bolzanos eigenen MaBstiben, unerlaubt, diesen Satz

als eine (gleichwertige ) bejahende Formulierung der Prop. 11 anzusehen. Denn
aus der Bolzanoschen Formulierung geht hervor, dall die Verneinung in den
Satz hinein gebracht ist. Das gilt zuerst fiie die Konklusion, denn die Aussage,

dall die Peripherien keinen Punkt gemein haben, ist nach Bolzano bestimmt als
hosiadin Bl

Verneinung der bej g » Die Peripherien haben einen Punkt
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Vgl. 2. B. Bolzano Beytrige 11, § 19, wo die Ungleichheit
zweier Zahlen als negativer Begriff betrachtet wird). Aber auch in die Primisse

gemein« zu betrachter

geht ein negativer Begriff ein: die Verbindungslinie der Mittelpunkte durch-
schueidet ihre Peripherien nicht in ¢inem Punkte. Auch wenn man »nicht in
einem Punkte« ersetzt durch »in verschiedenen Punkten«, so ist die Rede von
verschiedenen Punkten, d.h, von ungleichen Punkten,

affensichitlich

Um die von Bol 1 ne Gleichwertighkeit seiner For-

mulierung mit der Euklidischen zu verstehen, kimnte man den Bolzanoschen
Satz auch so formulieren: Fine Figur eines Kreises innerhalb eines anderen, in

der die Verbind linie der Mittelpunkte die Peripherien nicht in einem
Punkte durchschneidet, ist eine Figur eines Kreises innerhalb eines anderen,
deren beide Peripherien keinen Punkt gemein haben, d. h. der Satz ist von der
Form: »was nicht M ist, ist auch nicht N« (Vgl. Bolzano Beytrige 11, § 33).

Diesen Satz betrachtet Bolzano als gleichbedentend mit dem Sate - Was N ist,
ist auch M« und als keine Folgerung nach irgendeiner SchluBart { Bolzano Bey-
tréige 11, § 32). Man vergleiche dazn auch MM 346: « Es ist ein Fehler gegen die
Methode, wenn Siitze, die nur in Worten unterschieden sind, als verschiedene
aufgestellt und bewiesen werden. Yon dieser Art sind Siitze von der Form » Alle A
sinel B« und « Alle nicht B sind nicht A«. Denn man mubl nicht glauben dab der
letztere eine Folge aus dem ersteren sei, es miibte ebenso gut dieser eine Folge
VON Jenem seyn e,

Wenn wir das einmal zugeben, so kiinnen wir sagen, dall der Bolzanosche
Beweis ergibt: Fine Figur eines Kreises innerhalb eines anderen, deren Periphe-
rien (wenigstens ) einen Punkt gemein haben, ist eine Figur eines Kreises inner-
halh eines anderen. in der die Verbindungslinie der Mittelpunkte die Periphe-
det. Mit dicsem Satz haben wir aber noch

rien in einem Punkte durchschs
nicht den Euklidischen Satz, der iiberdies besagt, dall der gemeinsame Schnitt-
punkt auch Beriihrungspunkt ist. Dieser Berithrungspunkt ist nach Prop. 13

{ebenfalls indirekt bewiesen ) eindeutig besti Es fehlt also bei Bolzano noch

der Nachweis, dali solche Kreise nicht zwei Punkte gemeinsam haben kiinnen.

Diese Behauptung ist auch in Prop. 13 enthalten, die Bolzano ebenfalls meint,

n zu kiinnen. Der Beweis wird aber nicht durchgefithret.

Auch mit dem Euklidischen Beweis der Prop. 10, Elem. I11, ist Bolzano offen-
sichtlich nicht zufrieden, weil er bemerkt., dall der Beweis ganz richtig so wie er
es angibt gefithrt werden soll, Der Bolzanosche Beweis vermeidet den Gebrauch
der Propositionen 32 und 37 des dritten Buchs und arbeitet nur mit Parallelen
und kongruenten Dreiecken (man beachte, dalb MM 360, Z.27, sich ein Schreib-
fehler eingeschlichen hat. Statt Acae = Abda soll es heillen Acae = Abde). Der
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Beweis ist sicher verdienstvoll, enthiilt aber doch noch einen Schinheitsfehler,

weil ac und be explizit in ab ansgedriickt werden, was nicht nitig ist.

Denn, weil ce :hd = ac tab und bd = ac, so hat man ce :ac = ac:ab.
Andererseits ist be tac = aerab, also be = ce,

Obgleich nicht von groier Wichtigheit, darf man doch nicht die Bemerkung
MM 374 zu Elem. X1, Prop. 2 iibergehen, wo Bolz
beniitzt, um den Gebrauch der 4. Proportionallini

v den Einwand des Ramus

1 seiner Theorie der gera-
den Linie in Betrachtungen § 39-§ 42, aus dem Jahre 1804, zu rechtfertigen.
Dort wird die Eindeutigkeit § 42 behauptet, Die Existenz wird § 39 ganz kurz
{indirekt) so bewiesen: » Widrigenfalls miillten wir eine besondere Varstellung a
priorvi von der bestimmten Entfernung ab haben, gemill weleher etwas von ihr

ghilte. das von der aff nicht gilt-. Man kann hier vermuten, was Bolzano vorge-

schwebt hat: ab hat eine Strecke ed in gewisser Proportion zu ab, aff ist der ab
ihnlich, d.h. ab zeichnet sich nicht durch cine gewisse Vorstellung a priori iiber
afi aus, also hat @} auch eine Strecke (¥8) in derselben Proportion. Diesen
Gedanken findet man etwas ausfiithrlicher in § 3 derselben Arbeit dargestellt:

» Wir haben von keinem bestimmten riiumlichen Dinge eine Vorstellung a priori,

Daher miissen mehrere ganz gleiche riumliche Dinge miglich seyn, von denen
allen gleiche Pridicate gelten«. Der erste Satz gilt dabei als Grundsatz.

Allgemeine Geometrie,

Bei den allgemeingeometrischen Aufzeichnungen handelt es sich vor allem um

die Erklirung der wichtigsten geometrischen Begriffe, wie der von Linie, conti-

nuierlicher Linie, Fliche. Grenzpunkt u.s.w. sowie um die Herleitung einiger

ihrer Eigenschaften. Ohne diese Begriffe kann Bolzano sein geplantes Lehrbuch
der Geometrie (als Teil der Grillenlehre) nicht verfassen.

Das Heft fingt MM 309 mit einem Versuch an, den Begriff des Grenzpunkis
einer Linie zu definicren. Es ist klar, dall daza mindestens eine Erkliirung der

Linie vorangehen mul.

Ausgangspunkt ist dabei die herkismmliche Erkliirung der Linie als eines Sy-

stems von Punkten, deren jeder keinen nichsten, fiir jede kleine Entfernung

aber nur eine endliche Menge von Nachbarn hat. Vgl MM 4, 186, 229, 239,
Zu dieser Erkl

richtig ist, weil ein derartiges System nicht zusammenhiingend zu sein braucht,

ng wird aber schon MM 193 bemerkt, dall sie nicht ganz

oder wie Bolzano sagt: es kimnen zwei Linien sein.
Diesen Einwand fiihrt er jetzt nicht an, aber nachdem er vergebens versucht
hat, den Satz zu beweisen, dall jede Linie durch ein Paar stetige Funktionen



Fix.y.2) =0, f(x,y.2) = 0 vorgestellt werden kann, neigt er der Meinung zu, dall
keine geometrische Erkliirung maglich sei. Dadurch angeregt sucht er MM 313
ein Gegenbeispiel gegen die oben genannte Erklirung zu konstruieren, d.h. er
sucht ein System von Punkten zu definieren, das beiden Bedingungen geniigt
und dennoch keine Linie ist. Stellt man die Erklirang als Definition an die
Spitze, so ist das natiirlich unmiiglich, denn jedes System von Punkten, das den
Bedingungen geniigt, ist dann definitionsgemiil eine Linie. Der Gedankengang

bei Bolzano ist aber ein anderer: er hat einen intuitiven Begriff der Lmlt im

Kopf und sucht diesen Begriff durch geometrische Bedi zu b

Wenn er also ein Punkisystem konstruiert. das den Bedingungen geniigt und
intuitiv nicht als Linie anerkannt werden kann, man kiinnte sagen pathologisch
ist, 5o weill er, dall die Erklirung den Begriff der Linie nicht richtig erfait, und
man soll sich nach einer anderen Erklirung umsehen; ein ganz normales wissen-
schaftliches Verfahren. Die Konstruktion des Gegenbeispiels MM 313 verliuft
S0,

Sei a die Mitte von mn. Man wiihle nun Punkte rs in Entfernung am/2 von a,

derart, daBl ar und as gleiche Winkel mit am bilden. Dann Punkte t,u in Entfer-

nung am/ 3, derart, dall at und au ebenfalls gleiche Winkel mit am bilden, aber
£ ram # £ tam u.s.w. In der Weise entsteht um a eine zerstreute Menge von
Purkten, withrend a im System keinen niichsten hat, und, so behauptet Bol-
zana, fiir jede Entfernung kleiner als am genau 2wei Nachbarn, Im Punkte a
sind also beide Bedingungen erfiilllt, dennoch eweifelt er (mit Recht), ob das
System aller dieser Punkte eine Linie genannt werden kimnte, und es gibt ihm
Anlall, die alte Erklirung als ungeniigend abzulehnen. Der Ansatz dieses Bei-
spiels ist sehr ingeniis, aber in der Durchfiihrung ein wenig ungenau, und des-
wegen in mehreren Hinsichten unvollkommen. Erstens haben die nen konstru-
ierten Punkte nicht fiir jede hinlinglich kleine Entfernung 2wei Nachbarn, wor-
aus schon folgt, dall das System keine Linie ist. Dem ist aber abzuhelfen, indem
man die Konstruktion fiir jeden nen konstruierten Punkt wiederholt. Ferner

erhilt man mit am/k (k = 2,3, .. .) nicht jede Entfernung kleiner als am. nicht

einmal alle rationalen Teile der am. Auch dem ist aber abzuhelfen. SchlicBlich
miilite man die Richtung z2u am genauer angeben, damit die Zerstrevung des
Punkisystems gesichert ist. Es ist aber nicht schwer das Bolzanosche Beispiel
dahin zu erginzen, dabll es deutlich zeigt, daB die Erklirung auch nicht beah-
sichtigte Punktmengen zuliibt, d. h, daB sie keine genaue Erklarung des Begriffs
der Linie ist. In diesem Sinne hat Bolzano das Beispiel auch aufgefait, und er

Bodi 3 hliell

sucht die zerstreute Lage der Nachbarn mittels der

dall der Winkel ewischen den Richtungen, in denen die aufeinander folgenden
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Nachbarn liegen, mit der Entfernung gegen Null strebt, Dann fehlt ihm noch
eine Redingung, die dafiir sorgen soll, dab die Linie nicht aus zwei (oder mehr)

lisjunkten Teilen i sein kilnne. Wenn er die Sache MM 318 wie-
der aufnimmt, so ist die vom Gegenbeispiel induzierte dritte Bedingung ganz
verschwunden,

Erhalten ist aber, dall die frithere Begriffsbildung unrichtig ist, und er fingt
auf einer neuen Grundlage an. Der neue Anfang ist jetst der Begriff des Bogens
zwischen aund b. Ein Bogen zwischen a und b ist vin System von Punkten, deven
jeder keinen niichsten und fiir die kleinsten Entfernungen 2 Nachbarn hat, an-
Ber a und b, die nur Eine

Dieser Anfang ist nicht sehr gliicklich, denn auf die Erklirung trifft die Be-

en haben.

merkung MM 193 zu, dall der Bogen keine einzige Linie zu sein braucht, und
1s MM 313.
Dann folgt eine neue Erklirung der einfachen in sich zuriickkehrenden Linie,

ehenfalls das Ergebnis des Gegenbeisy

niimlich als eine Punktmenge, deren jeder Punkt keinen niichsten, und fiir die

kleinsten Entfernungen 2 Nachbarn hat. Jetzt aber wird beigesetzt » Welche Ei
genschaft nicht mehr gilt, wenn man irgend einen Teil (einen Punet oder einen
ganzen Inbegriff von Puncten) hinwegnimmt. «

Dieser Beisatz war gemeint, um die Figur von zwei auller cinander liegenden
Kreisen A und B auszuschlielen. Wenn man niimlich den Kreis B wegliBt, so gilt
die Eigenschaft noch, also ist die Figur keine in sich zuriickkehrende Linie. Der
Beisatz leistet aber zuviel. Wenn man nimlich cinen Punkt des Kreises A weg-
liiBit, so gilt die Eigenschaft ebenfalls, also wiire auch der Kreis selbst keine in

sich zuriickkehrende Linie! Man mull sich wundern, dal ein so einfaches Bei-

spiel Bolzano nicht in den Sinn geko ist. Aber vielleicht hiingt das zusam-

men mit der allgemeinen Auffassung eines stetigen Ausgedehnten, dessen einer

Teil anfingt, wo ein anderer aufhiirt. Dieser Erklirung zufolge enthilt ein
Kreis, von dem man einen Bogen ab wegliiBt. doch noch die Ponkte a und b. Das
fithrt aber zu einem sonderbaren Ergebnis. Wenn der Bogen auf einen Punkt
zusammengeschrumpfl ist, so wiire der restliche Bogen wieder der ganze Kreis.
Das heiBt, es ist unmiglich aus einem Kreis cinen Punkt wegzulassen, Das wiire
eine schine Paradoxie fiir Bolzano. Diese Argumentation kiinnte man aber ge-
gen Bolzano nicht anfrechterhalten, denn er kannte den Unterschied zwischen
einer begrenzten Linie ab (d. h. inklusive den Punkten a und b) und einer unbe-
grenzten Linie ab (d. h. exklusive den Punkten a und b).

Begniigen wir uns also damit festzustellen, dal der Beisatz nicht das Ge-
wiinschte leistet.

Nach Bolzano aber soll der Beisatz auch dazu dienen, dab jede solehe Linie
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eine hestimmte Fliche einschlieBe. Bolzano erliutert das in ciner Figur
(MM 318, Z.12a).

Betrachtet man aber in dieser Figur die Teilfigur der Bogen ade und anbdte,
so sieht man, dal sie ebenfalls keine bestimmte Fliche einschlieBen. Die unmit-

telbar folgende Behauptung, dall zwei Bogen mit gemeinschaftlichen Grenz-
punkten a und b eine einfache in sich selbst zuriickkehrende Linie bilden, kann
also in keiner Weise richtig sein. Man vergleiche dazu 2. B, nachstehende Figur,

Die zwei Bogen sind nach der Bolzanoschen Erkli-

= rung einfach (d. h. ihre Punkte, mit Ausnahme von a

a und b haben 2 Nachbarn), sie durchsel sich
aber in sieben Punkten, die alle 4 Nachbarn haben.
Uberdies schlieben sie keine «hestimmte Fliche« ein.
Dieser Weg fithrt also auch nicht zum vichtigen Begriff der Linie. Doch ist ein
soleher Begriff wesentlich fiir die Bolzanosche Geometrie, denn der Begriff der
Fliit he wird unter Verwendung des Begriffs der Linie anfgebaut. Die Fliiche wird
MM 309 erklirt als ein System von Punkten deren jeder keinen niichsten, fiie
jede endliche Entfernung aber eine ganze Linie von Punkten hat. Schon auf der
niichsten Seite aber wird bemerkt, dall diese Definition zu weit ist, weil die Teile
nicht zusammenhiingend zu sein brauchen. Das gilt ebenfalls fiir die Definition
der Linie, wo Bolzano glaubt, den Zusammenhang sichern zu kilnnen, indem er
die Anzahl der Grenzpunkte (Punkte mit einer ungeraden Zahl von Nachbarn)
auf hiichstens zwei beschriankt (MM 311). Endlich wird dann MM 318 folgende

vorlinfige Erklirung der Fliche anfgestellt: Eine in sich zuriickkehrende Fli-

che ist ein System von Punkten, deren jeder keinen nichsten, fiir die kleinsten
Entfernungen aber eine einzige ganze in sich zuriickkehrende Linie von Punk-
ten zu Nachbarn hat. Laut MM 320 ist er mit dieser Erklirung zufrieden. Es sei
aber bemerkt, dall der Zusammenhang noch immer nicht gesichert ist, ja ange-
sichts des Beispiels MM 313 ist fast nichts gesichert, und bestimmt nicht die
Miiglichkeit der Darstellung ciner Fliche durch eine Gleichung f{x,v.z) = 0, wo
{ eine stetige Funktion ist, wie MM 310 ohne Beweis behauptet wird, Einen Be-
weisversuch, dall die Lisungsmenge einer Gleichung f(x,y.z) = 0 die Bedingun-
gen der geometrischen Definition erfiillt, findet man ebenfalls anf MM 310,

Nach diesem kurzen Uberblick diber die Untersuchung der Erklirung der
Begriffe der Linie und der Fliiche betrachten wir jetzt den Begriff des Grenz-
punkts etwas genauer,

Nach MM 309 heibit ein Punkt einer Linie Grenzpunkt dieser Linie, wenn er
fitr die kleinsten Entfernungen (2n+ 1) Nachbarn hat (n = 0,1.2...). Dieser
Begriff ist allgemeiner als der MM 243 cingefiihrte Begriff des Endpunkis, wo-
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Miscellanea mathematica, T 4. l'

Uibfelr Grenzen. ||

ka[nnen] k[eine]e Erklirfun]glen] seyn. Dfen]o alle 2o Griun]de lieglen]d|e]n |
Blelglrilffle] der Grielnz[en] [mii]ss[en] erst erirtle]rt wlejrd[en]. ||

§. Erklirlunlg. Die Grielnz|en] ofder] Enden efinejr L]ini]e heiss[en] alle je[n]e
Plun]cte dfe]rs[e]lb[en], die ke[inen] niichsten], | able]r £.[sir] dfie] kl[ei]nst[en]
Entfle]r[nun]glen] [nulr 1 odle]r (2n+ 1) Plun]cte habfen]. ||

§. Es |mulB erwies|en] wlelrd[en], d[a]B efini]ge Linilen] dle|rgl:[eichen]
Grfen]z[en] o[der] Endplun|cte hablen]. | (Die meistjen], (v[ie]llfeilcht alle al-
glelbr:[aischen] ) Llijn[ien] habfen] kfein]e dler)gl:leichen] Grlen]zplun]ete
= B. dlie] gle]rjade] Liinie], die Kle]gle]l-|schnittslifnie]; u.s.w.) |

§. Erklldrung]. Die Grlen)ze o|der] Ende® efine]r Fliche heilit dfe]r Inble]g|ri (T
older] das Syst|ejm all[e]r jlenc]r Plun]ete [d]e]rs.[elben], die dfie] Geen]zlen]
allfe]r in ihr gedlen]kl[i]chjen] Linilen] v]on]| elin]fTalehfe]lr Keiimmun]g
ofder] Dlurelhsch[nitst:[inien] dlelr Fildalche [milt Eblene|n slijnd. ||

8§, Es [mu]B erwies[en] wlelrden], d[a]l | wienn] efin]e Flich[e] efinen] End-
plamk]t hat, sie efinle glan]ze Llinile 2[u]r Grlen
§. Erkiarung). Grien]z[e] ofder] End[e] e[ine]s K[a]rple]rs heilit das Syst[e]m
allfe]r jlene]r Plun]cte, wle]lche dfie] Grlen]z[en] | all[e]r in ihm gle]d[en]kl[i]-
chlen] Flld]chlen] sin]d. |

§. Es [mu]B erwiesen] wlelrd[en], dfa]B wlenn] ein K[ar]p[e]r 1 Grlenfepaun]ct
hat, er efin]e Fliche z[u]r Grlen]ze habe. ||

Erklliivung]. M{an] sagt: Zwey riumi]iche| D]inlge grielnzlen] an efinan]dle]r
wlenn] sie efinen] Thledl ihrle]r Grlenze | gem|em]schia]fti[ijch hab[en].
(Z.B. 2 Lilnien], Flichlen], K[é]rp[e]r.) |

+ habe. |

§. Erklldrung]. Elin]e Llinie heifit ein Systlejm v.[on] Planjet[en], dfe]r|en]
ileld[e]r k[einen] N[d@]chstfen]. f.]ir] j[e]de kl[ein]e Entf{ernun]g | able]r nfu]r
eine endl.[iche] M{en]ge v[on] Njalchbla]en ha. |

§. LleJhrslatz). Lilnien] sifo]d maogl[ileh, 2.B. dlie] gle]rla]de, de]r Keled]s ete. ||
§, Llers|atz]. Wlenn] y = Ix, u[nd] z = gx 2 stle|t]ilge Flun]ction|en] ble]zeich-
nlen], w[nd] mlan] gle]d{e]nkt alle | magljichen] W]e]rthe v[on] x auf Eline]r
R‘[i}clll[uu]g a.lus] 1 ble|lfiebiglen] Plun]et diejrs.[elben]. alle z[u]gle]hir]i]-
= Dieses Heft der MM fingt auf 5. 309 an. Die Zeilen 2-18 sind gestrichen, 2a und 34 sind

oben rechts hinzugefigt.
b Anfinglich hiel es « G kte. .o, was dann geindert ist in « Die Grenge oder Ende s,

(hochgestellt).
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glen] v.[on] ¥ in efine]r | auf dlielse s[elnkr[echten] R.[ichtung], alle v[on] z in
eline]r auf jlen]e beyd[en] s[elnkr:[echten] so ist dle]r Inblelg[r}ff | all[e]r
Plun]ete, wle]lche diese Entf{e]r[nun]glen] hablen], in e[ine]r Llini]e. |
§. N.B. Die Homologie wliirjde wlolhl ford[elm x,y;z alle 3 als Flun]ction[en]
v.lon] efine]r || 3% v[ejrind:[erlichen] Grld]Be z[u] ble]tr[alcht[en]: ofder]
[nu]r dible]rhlau]pt 2u] saglen]: xy.z s[in}d 3 stfeldils v[e]ran- |d{e]r]:{iche]
GrisBlen], zu dle]r[en] j[e]d[e]r efin}e endl.[iche] M[e]nge d[er] and.[eren] bey-
dlen] 2.B. Lliir] x=a, y=h, | z=c, od[e]r y=b od[e]r b+ m; u[nd] z=c od[e]r
e+n, o[der] e+r, gle]hirfen], d.h. 2 Flun]ction[en] f{x,y.z)=0 } |
w[nd] @lxyz)=0 |
§. Llelhrs[atz]. Wlenn] m[an] sich dlen] Inble]g[rff allle]r d[e]rj:[enigen]
Plunlete dlen]kt, dfie] dlie] 3 Flun]ction[en] || xy,2 L[iir] alle W{e]rthe dlie]
zw.lischen] x=a, y=b, z=¢; u[nd] x=a', y=b", | 2=¢' lieglen]: so d[eJnkt
rifan] sich ab[e]rm[a]hls efinje Llinde. U.[nd] zwla]r, wlenn] diese Flun]ctio-
[nen] | auch aubi[e]rhla]lb diels[e]r Grlen]z[en] reelle Wer]the hablen]; sa ist
dfie] L.[inie], d[ie] mfan] sich j[e]tzo d[e]nkt. | ein Stiick d[e]rj.[enigen], d[ie]
man] sich d[e]nkt, wlenn] m[an] d[ie] zu alle[n] mégl[ichen] Wer]th]e|n v[on]
v.y,+ glelhérlilglen] Plun]ete | in e[inem] Inb[e]g[ri]ff z[u]s|a]mfmen]d[e]nkt. ||
§. Llelhrs[atz]. Dfie] Plun]cte, dlie] zu d[en] W[elrth[en] x=a, y=b, z=¢;
wfrd] x=a',y=h,z=¢'| gle]hiirfen] si[n]d d[e]r L[ini]e (des vorh.[erigen] §.,
dler Stiicki[inie]) Grlen]zp|un]ete. |
(Diibivm. Hier end[i]gt in o zw(a]r [ni]cht dfe]r Zw[eilg mon,
ab[e]r doch d[e]r Zwled]g ro.) |
Erkllirung]. Elin]e Fliche heibt vin Syst[e]m v.[on]
Plun]et[en], dle]rlen] jed[e]r k[eine]n Nichst{en],
Llir] | jle]de endl[iche] Entflernun]g able]r efin]e
glan]ze Llinile v.fon] Plun]et[en] hat. ||
Es [mu]fi erwieslen] wle]rd[en], d[a]B ein D[in]g, wle]lch[e]s d[ie]se Ei-
glen]s.[chaft] hat, auch flo]lglen]de ble]sitzt: dlurc]h | dlen] Plun]et gelt
efin]e Llinile in jle]d[e]r Eblen]e, diie] mfan] d[urc]h d[ie]s[e]n Plun]et
legt. |
§. Lle]hrs[atz]. W(enn| f{x.y.z) e[in]e stit[i}ge F [un]ction v[on] x,y,2 ble]zeich-
nfeft: so drfii]ckt d|ie]s[e] | d[ie] Gl[ei]ch[un]g* f{x.y.2) = 0 e[in]e Fliche aus,
d.h. wlenn] m[an] 3 r[e]chtw.[inkeligen] Coo[r]dina]t[en] alle m[i]gl[i]ch[en]

Wier]the vlon] x,y.z er- |th[eilt ete — |
Ble]wleils. Denn vlelrmiige d[e]r Glledchlun]g fix.y.2) = 0 glefhirfen] zu 2

* Dus urepriingliche «diese Function .. .« ist geindert in «die Gleichung..

4



@

ble]lieb[ilglen] Wler]then] v.[on] dfen] 3 || Grlé]lilen] xy.2, Efine]r o[der]
doch [nu]r efinfe endl[i]eh{e] Mlen]ge Wlelrthe dle]r 3 2. B. f[iir] 2 ble]-
life]b[ilgle] | Wlerjthe v[on] xy, [nulr 1 o[der] et[i]che f.[ir] z. = Es sey[en]
[nun] 3 solche z[uls[a]m[men]gle|h[d]r[ilglen] Wle|rthe | x=a, y=b, z=1¢; also
flab,ct=0. Es mbglen] flejrlne]r x,y,z z[u)glledlch um ij,0 wachs[en]; so ist |
flat+i, b+j, c+o}=0 Dfie] Entflernun]g des zu die]s[en] Coolr]d[ma]t[en]
glelhir[ilglen] | Plun]et[e]s v.[on] d[e]m voriglen] m ist = (i* 4% + %)Y, W[enn]
[nun] dlie]s[e]lr W[elrth efine]r constfa]nt[en] || Grilie a glledeh gle]s[ejtat
wlirld, d.h. (24 3+ 0%)! = a; so ist d[ur]eh dfie]se Blelding[un]g | Efin]e d[e]r 3
Grofifen] ij,0 diurclh dfie] 2 and[e]r(eln ble]stim{m]t, Abe]r d{urc]h d[ie]
Glfeilch[un]g | fla+i, b+j, e+0) = 0 ist glledchf[a]lls Efin}e v.[on] dlen] 3
Grla)Blen] ij0 dlurclh dfie] 2 and.[eren] blelstfimm]t, D{urleh | dlie] V[e]r-
[eini]glun]g beyd[e]r Glledehun]glen] also, of[der] dfurc]h dfie] Ble]di[n]-
glunlg, dla]f mlan] alle dfie] Plun]ete sucht, dfie] v.Jon] dle]m Plun]ete | m
dlie] Entflernung] a hablen], wle|rd{en] v.Jon] den] 3 GribBlen] i,j.0 2 d[urclh
Efinle ble]stlimm]t. Es || ist also elin]e Lfinile, in wle|lch[e]r alle dfie]se
Plun]ete lieglen]. — Flo]lgl[ich] ex def.[imitione] die] Gl[eilch{un]g | fixy.z) =
0 f.[iir] efin]e Fliche, §. Llelfrs[atz]. Umglelk[elhrt, F.[iir] jed[e] Flach[e] gilt
wleni]gstfen]s stiickw(wei]se f(x,y.z) = 0]
§. Llelhrs[atz]. Die allg[e]m.[eine] Glleilch[un]g f.[ir] elin]e Eblen]e ist
a+Pxtyy+de =0 |
§. Llelhrs[atz]. Wlenn] d{urc]h irglen]d efinen] Plun]et efine]r Fliche efin]e
Eblen]e | glell[elgt wlirld, so hat dlie]se [mi]t j[ene]r e[in]e glan]ze Llmile
glejmein. ||
Blelwl(eils. Denn f.iir] d[ie] Flache ist dfie] Gl[efjeh|un|g fixy.z) = 0. U [nd]
wlenn] dfie] 3 Coo[rld[ina]t[en] | im Plunjete m, = ab.e; so ist Lfiir] j[e]d[en]
and[eren] Plun]ct n, de]r zu dlen] Coo[rld[ina]tfen] x+i, y 4, | 2+ o gle]hirt
fla+i, b+j. ¢+o) = 0. Fiir efin]e Eb[enle, dfie] dlurc]h d{en] Plun]ct m
glelht | [mu]B a+p.a+yb+b.e = 0 und] £ jle]den] and.[eren] Plun]et
dle]r zu dlen] Coofr]d[inaten] | a+i', b+j, c+o', glelhin, a+pa+
Bi' +yb+yj' + b +do" =0 Also ||
Bi'+yi +o0’ =0]
N{un] hind[e]rt [ni]chts, d[a]B m[an] ij.0 in d[e]r ke[smmen] Oble]efl [dehe] so
nehme, dfa]fl sie dlen] i',j'’.0" in| dle]r Eblen]e glleilch wle]rd[en]. Dfie]B
ford[e]rt nf@lhml{ich fi+v.j+ 8.0 = 0 ulnd] |

fla+i, b+j,c+o) =0|
2 Gllei]ch[un]glen], denfen] Geniige zu th{un] noch dlurc]h un[e]nd[lijch
vlie]le W(er]the migl[i]ch ist, so zw[a]r || d[a]B 1 v.[on] d[en] 3 GriiB[en] ij.0,
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dlie| and:[eren] beyd[en] ble]stfimm]t. M.fan| hat also| efin]e glanjze
krfummle Lfinie vion] Plun]et|en], d[e]r dfie]se Ble]d[in]glun]g entspricht. |
§. Llelhrs[atz]. Elin]e Fliche, dlie] Eilnen] Gren|zplunjet hat, hat efin]e
glan)ze Llinte z[u|r Grlen]ze. |
Blejuwleils. Es sey dle]r Plunjet a ein Grlen|zplun]ct: so gibt es (ex def [ini-
tione]) f.[ir] glelwisse Entflemun]glen] dfie] ijmme]r | kl[eine]r wle]rd|en],
[nulr 1 ofder| (2n+ 1) Plunjete in j[e]d[efr diurclh a in dle]r
\s e Flld]che glelzogenfen] || Linie. MJan] dle]oke sich also
dlurclh a efin]e in efine]r Eblenle gle]eogle]ne | Llinie auf
d[e|r Fliche, U [nd] s[e]tze dfie] Kl[einste Entflernum]g, in wle]leh[e]r a noch
dopolelit|e] | (o|der] iibe]rhfau]pt e[inle gle]r[a]dzihl[ilge) Nlalchblalrm hat
sey = e. M.[an] l|e]ge [nun] | d[urc|h e[inen] and.[eren] Plun]ct dle|r Fliche
efin]e Eblenle so, dla]B das Plefeplen]d[ilk[e]l v.Jon] a auf sie < e | sey,
Diese Eblen]e wlir]d, wlei]l sie dlurc]h Eilnen] Plunjer dle]r Fliche gle]ht,

elin]e glanjze Limile [mi]t dler] Fl[i]ch[e] || gle]mein hablen]. = = = = Haeret

agua |

N. Die Erklléd]rlun]g dle]r Fliche (u.[nd] eblen] so dle]r Llinie) ist noch
[ni]eht vollstfdn]d[i]g. Es flejhlt njo]ch | Ein M{e|rkm[a]hl. Das Dfin]g, wla]s
ich [un]ufer| d.fem]| Nlajhm|en] ef[ine]r Liini]e oblen] blefschrlie]ben] habe,
ka[nn] ein Glan]z[e]s afus] | 2 u[n]v[er]blun]den[en] Li[nien] ab, ed seyn;
wfnd] das oblen] [unltfe]r dlem] Nfalhm[en] efine]r Flld)che be-{schr(ie]-
blelne Diinlg kann ein Systlelm etl[i]ch[e]r Nle]ble]n[einan]d[e]r lieglen]-

i dle]r glan]z uln]vielrblun]d[en]er Flich{en] || seyn. ||
/ -H Dahfe]r ist de]r Erkl[drung] dle]r Llinie] beyz[u]s[e]te[en]: |

® * & Erklldrung]. E[in]e z[ulslalm|men]hfinlzlen]de (ofder] conti-
[n]uirl[ilche) Llinile heibt e[in]e solche, in d[e]r es entfwe]|d{e]r ke[ine] o[der]
[nur 1 o[der] hichstlen]s 2 Gr{en]zplun]cte gibt. |

Anmferkung|. Die Urs.[ache] dlie]s[e]r Blelgriffaufst[e]ll[fun]g Liegt, wie b.[ei]

sovilelle[n] and[e]r[e]n geom|etrischen] || Ble]glrilfffen], in dle]r Me]ch[ani]k.

M.|an] nfen]nt nfdalhmlilch efinle z[u]sfa]lm[men]h.[dngende] Limie efin}e
solehe dlie] dlurclh dlie] Blelwlelglunlg | elinels Plun]etlels ble]schrieblen]
wle|rdfen] kann. Nfun] kann jle]lde Blelwle]glunjg hochstjen]s 2 Gr{en]z-
plun]ete, elinen] Anflangs | ulnd] Endplunk]t hablen], es lifit sich able]r a[uc|h
efinle Blelw[e]glun]g ohne Anflan]gs o[der] e[in]e ohnfe] Endp.[unkt], ofder]
elinje | ohne beyde denk|en]. — W[enn] [nun] d[ie] L{inie] e[inen]
Grlen]zp[un]et hat, da [mu]f in de]r Ble]w[e]glun]g entw. [eder] | ein

c Anflan|gs ofder| Endp[unkt] seyn. Efinje Figur wie abefd kii[nn]te
n—EiLd glleilchwlolhl dlurclh E[inen] Zug, E[in]e || Blelw[e]glun]g
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ble]schrfie]blen] wlerld[en]. N[alhim]i[ilch in w(o]f.[ern] dle]r Gr{en]zp. [unki]
¢ efinmalhl als Endp.[unkt], da[nn] wied[e]r als | Anflan]|gsp[unkt] ble]t|ra]ch-
tet wlirld, u.[nd] dlie] Ble]w|e]glun]g v.[on] a, o[der] d a.[us] anflén]gt. —)

Daglelglen] dlie] Figur | | ka[nn] | schife]eht[er]dfin]gs [nilcht dfurc]h 1
Zug ble]schrlic]blen] wler]d[en]. — Das K[elnnz[eilehen], d[a]B efinje L.[iie)
continulier|{[ijch | ist (d. h. d[urclb Eilnen] [ulnfun]fe]rbroche[nen] (obgl[ei]ch
oft wied[e]r z[uriick]k[e]hr[en]dfen]) Zug ble]schrelie]blen] wler]d{en] ka[nn],

+ist: | wlenn] dfie] Liinile m[e]hr als 2 Grlen]zplun]ete hat; || so [mu]B jle]d]e]s

Stitck das zw [ischen| 2 Grlen]zplun]ct[e]n enthfa]lt[en] ist. *(w[als heilit das:
ew.[ischen] 2 Grlen|zp[unk|tfen] ent-|haltjen] seyn?)* einjen] Dopple|lp|un]et
hab[en].

Z:B. ﬂ——g_/ wo in o ein Dopple]lplun]et ist. |

§. Erkl|drung). E[inle Fliche heibt continuirlich, wlenn] sich afus] jle]d]e]m
ihr[e]r Plunjete zu jle]d[e]m and[e]m, e¢[in]e | contin.[uierliche] Lijnide gle]-
dlen]k[en] LiBt, dle]rfen] alle Plunjete in dle]rs.[elben] lieglen]. |
Anmlerkung]. Efinle Llinile o.on] efin]flajehle]lr Krliimmunlg (o[der] ein
D{u]rchsch[nd]it dfefr Flld]che [mi]t eline]r Eblen]e) [1d]Bt sich [nijeht tib]e]r-
all || find.[en] z.B. Zw.[ischen] den] 2 Plun]et{en] ab libt sich wlo]hl e[in]e
cont.[inuierliche] Linile amb in d.[er] Fliche F zieh[en] | abler]
klein]e gle]rlaldle] Liinie} ab, noch Efinle in efine]r Eblen]e ble]-
v fifn]di[i]che. ||
Anmlerkung]. Dfie] Grlen]ze efine]r Flidche [mu]B mlan] wie es nach oblilg[e]r
Vle|rbe)ss|e]dunle geschlelhfen] | ist erklir{en], denn wlenn] mfan] dfie] Ble]-
dlin]g{un]g efine]r L.[inie] v.[on] e[in]fTa]chle]r Kr[timmun]g o[der] e[ine]r L[i-
nie], dlie] in e[ine]r Eblen]e liegt | [nilcht beys[ejtz[en] wollte, so wiire dfe]r
Plun|ct a in d.ler] Fljdlche F auch k.[ein] Grlen]zplun]et, dlen]n es glelht |
elin]e Llinie] man, dlie] cont[inuierlilch ist, dfure]h ihn hi[n]d{ur]ch. - |
Noch [ni]cht gleln|u)g! Wlenn] dlie] Flache F s[e]lbst e[in]e
E Eblen]e ist, w.[nd] dlie] dlurc]h a gle]l[e]gte Eben]e || 2[u]-
a n fla@llfile efine]rlfed] [m]it ihr, so wliir]de auch dfie]se Erkl.[d-
rung] noch tiuschlen). Dfie] Erkl|éd]run]g | [mu]B also laut[en]: Grie]nzplun]et
efine]r Fliche F heifit ein Plunjct a, we[nn] efin]e v.[on] dle]r Fliche F v[e]r-
schlie]d[en]e | Ebe[n]e [m]it dies[e]r e[in]e cont.[tnuierliche] L.[infe] gle|mein
hat, dfie] ihr[en] Grlenfzplun]et in a hat. |
§. Erkildarung). Die kefumml]e Lfinde dfe]rfen] alle Plun]ete v.fon] dfe]m ge-
glelblenen] a glledehwledt e[n]ule]rmt sifn]d, | will ich dlie] Polarlinie ofder]
Kuglellinie z[nm] Plun]ete a nefnnen]. ||
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E §. Sie kann elinle in sich s[e]lbse z[u]efiic]kk|e]h[ren]de, | (so nfen-
m@m nen| wir nfdlhmlfilch efin]e cont[inuderliche] L.[mie], dlefrlen]
k.[ein] Plunjet v.[on] d.en] and[e]rleln efin]e w grlo]Be Ent-|-
flernunlg hat, wlenn] sie k[ein]e Endplun]ete hat.) seyn, od[e]r
[mileht. ||
§. Lielhrs[atz]. W{enn] e[ine Fliche Ei[nen] Grienjzplunct hat, so hat sie
eline = Mlelnge dlejrs|e]lblen]. |
Blelileils. Denn es sey a ein Grlen]zp[un]et, d.h. efin]e durc]h a gle]l{e]ate
Eb[enle gle]be [m]it dle]r Fliche efin]e | D{ujreh[schnilttsliinie, wlellche in a
elinen] Grlen|zplun]et hat. M.[an] l[e]ge [nun] d[urch and[ejre Plun]ete dfie]-
sfer Fliche | parfa]llele Ebe[n]e[n], so wielrd[en] dfie] D[ujrchschni]tsli-
nlien], dfie] dfie]se [milt d.[er] Fl{d]che bild{en] entw[e]d[e]r | Endp[un]cte
hahlen] ofder] [nilcht. Wlenn] alle efinen] Endp.[unkt] hablen]. so ist d[e]r
- L{elhrs.[atz] schon erwies{en]. | Wlenn] able]r e|ini]ge ke[i|n|en]
,/ ) Endplun]et {in sich s[e]lbst «[u]rfic]kk[e]hr[en]d si[n]d), so [mu]B
(9 es Elinle d[e]rs.[elben] gle]blen], | d[e]r[en] Eb[en]e dlejr Eblen]e
S dfurclh d[en] Plun]et a (o[der] d.[em] Plunjcte a s[e]lbst) am nich-
st|en| kism[m]t. Dieses | sey be. M.[an] ziehe [nun] aus a in efinen] Plunjet de]r
be efin]e Llimile, dfie] in d.[er] Fl[a]ch[e] liegt. (8.) | In dfie]s[elr L[inie gibt es
= y[ie]le Plun]cte, dlurclh dielr[en] jle]den e[in]e Eblen]e # zu be gle]lfe]gt
wler|dfen] kann, wle]lche [mlit || d[e]r Flldche] efinle Dlurclhschinits] [inie]
glelbfen] wlirld. U.[nd] dle]r Vor[au]ss.[etzang] nach [miijss[en] alle die]se
Dlurc]hseh[nijusli[nien], wlei]l | ihre Eben[en] nih[e]r a lieglen] als be, vi[nen]
Grle]nzp[un]et hablen]. - |

Dhie ErkL[drung] dle]r Llinde sollte v[ie]ll[ei|cht so gle]st{e]llt wler]d[en], |

§. Erkl[drung]. Ein Linfien]syst[e]m heibt ein SystleJm v.[on] Plun]ct{en], d[e]-
rlen] j[eld[e]r k.[einen] N[d]chst[en] f.ir] j[e]de | ble]lieblilge Entfle]r[nun]g
abfe]r eine endl[i]che Mlen]ge v.fon] Nfa|chb[a]m hat. ||
Anm[erkung]. Ein Li[nien]sysife]m, wei]l das so ble]schriebe[n]e Di[n]g w(ir]k-
[ileh aus [mlehrferen] | e[inlz[eflnfeln Linilen] blejstle]he]n kann; wie Fi-

glur] [1] zeigt. |

‘ol [éj §. Erkl[drung)]. E[in]e efin]z|e]lne Li[nile heilit ein Systejm
— v.[on] Plun]etfen], dlelrlen] jle]d[e]r k.[einen] Ni]chstfen] |
f.[iir] dfie] kl[ein]stlen] Entfle]rnun]glen] able]r im{me]r 2 ofder] 2 n N[ajch-
bla]rn hat; wov.[on] jle]doch Ei[ne]r hiichstlen]s 2 | Plun]cte ausgle]nom[men]
s.|ein] ko[nnen], dfie] £.[iir] dlie] kl[ein]stlen] Entflemun]glen] [nulr 1 ofder]
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2 n+ 1 NfaJchb[a]rn hablen]; u[nd] dfe]Bh[a]lb Grlen]zplunk]te || glelnalnn]t
wlelrd[en]. Anm[erkung]. Dies[e]r Erkl.[drung] z[u]f[o]lge wliir]de [ni]cht [nu]r
dlie] Figur 1, aus | m[e]hr(e|rleln Lijnien] blejstehlen]; sond.[em] auch dfie]

S g3 Figur 2. wlirlde a.us] mlelfe{e]reln Llnien]
F",_\,S"l Qg) blelstehfen]. | Figlur] 3 daglelafen] wire efin]e
elin]zfilge Llinile. |
Jede Limie v.fon] dlie]s[e]r An laBt sich [milt ei.[nem] e[in]z[i]glen] Zuge
ohne | Riickk[e]hr ble]schreiblen]. — Wlenn] rm[an] wiss[en] will ob e[in]e vor-
glell[e]gte Figur sich durclh | Zug (ohn[e] || Rlic]kk[e]hr) ble]schr{ei]blen]
lasse ofder] [nilcht, so braucht mfan] [nu]r nachz[u]seh[en], ob sie 1 ofder] 2
o[der] m[e]hr[ejre | Plun]cte habe, in wle]lch[en] (2 n+ 1) Stiicke (wie m[an]
sagt) z[uls[alm[men]stoss[en], d.h. in wle|lchlen] fliir] dfie] kl|ein]st[en] Ent-
flernun]glen] | (2n+1) NlaJchblalrl[ichle Plun]cte z[u] flin}d[en] s[in]d.
Wienn] sie m[e]hr als 2 solche Plun]cte hat: so ka[nn] | sie [nijcht bie]schrlie]-
blen] wlerld[en]. Wlenn] sie [nu]r 2 hat: so ist es migllilch, ind[e]m mlan]
djen] Eifnen| | z.[um] Anflan]gs ulnd] dfen] and.[eren] z[um] Endplun]cte
nim[m]t. Wlenn] sie ke[in]e dler]gl:[eichen] Plun]ete hat ulnd] auch [nileht ins
= glelht, ka[nn] || man] b.[ei] wlellch{e]m Plunjete ifan] will, d]en] Anflan]g
dle]r Ble]schr[eiblun]g mach[en], (D{a]B sie [nu]r | habe; | ist funjm(a]gl[i]ch,
wlenn] sie [n]icht Plunjete hat, dfie] ins o gle]h[e]n; wo dle]r and[efre End-
plunc]t glfeichf.[alls] | in « Entf[ernung] liegt.) Diese Figurfen] ki[nnen] |
P R A [nu]r dla]d[urc]h ble]schrlie]blen] wler]d[en],
6-\ ® dfa]ll m[an] v[on] Eilnem] a ausgeht ulnd] b.[ef]

d.[em] and[e]r[e]n end[i]gt. |
ltem Daglelalen] flo]lglen]de Figur labt sich

a schlecht[er]d[in]gs [nilcht dlurclh | & =
Ei[nen] Zug ble]schreiblen]; wlei]l sie
4 Plunjcte a,a,aa hat, in wlellchfen] 2 g

efin]e ungle|rfalde Anz[alhl v[on] Plun|cte[n] z[u]slammen] | stoss[en]. Es soll
efinmalhl Priei|saufalalbe glelwle|s|en]| s.[em], die}se Fig.[ur] [mi]t ei[nem]
Zuge z[u] ble]schr{eilblen]. Die Miih[e] | war z[u] erspar[en].® § Erki[drung].
Efinje Llinie], dfie] k.[eine] Endp:[unkte] u[nd] klein]e ins = lieglen]d[e]n
P.[unkte] hat, heibt efin}e in sich s(e|lbst z[u]r|iic]kk]e]hfven]d]e]. |

N Noch im[me]r gle]fle]hlt. Nach dfie]s[e]r Erkl [drung] wire (O) O Efin]e
Li[ni]e. |

* Der weitere Teil der Z. 32 sowie die Z. 33 sind in dunkler Tinte zwischen den Text geschrie-
hen.
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§. Erklfarung). Ein Flichlen]systle]m heilit ein Systfejm v.[on] Plam]ct|en],
dle]rlen] jle]ld[e]r kleinen] nichstlen], || £.ir] dlie] kl[em]stfen] Entflemun]-
glen] able]r efin]e ganze Llinile voll Plun]ete hat, Z.B. M u[nd] N |
Q §. Erkifdrung]. Wlenn] d[e]r Plun]ct a d[e]r Fliche F d[ie] Eiglen]-
@ [chaft] hat, | d[a]B irgfen]d elin]e ([nijcht alle) d{urclh ihn gfe]-
I[e|ete Eblen]e [mit de|r Fliche efin]e D[ure|hschni]ttsl[inie] bild[e]t, die in
a end[i]gt: | so ist a ein Grlenzplun]et dlie]s[e]r Fliche. |
Anm|erkung]. Nur Efinle, o[der] dlie] and[e]re Eblen]e [mu]l
B\@ elinje solch[e] Durclhschnijusl [inie] [m]it d.[er] Flache bild[en].
"¢ Dien]n || d[ie] Eblen]e d[urc]h be gle]ht auch djure]h dlen] Plun]et
a, w[nd] hat in a doch kfeinen] Grien]zplun]et. | “(Ist eblen] die]Bhla]ll [nu]r
Lekrs.[atz], [nileht Defin[ition])® |
8. L[e]hrs[atz]. Jede Liini]e kann dlurclh efin]e o[der] m[elhr{e]re Paare stet[i]-
gle|r Flun]etion[en] v.Jon] 3 v[ejrind[erlichen] GriBlen] | x.y.2 vorgle|st[e]llt
wlefrd[en] v.[on] d[e]r Form | Fixyz) = 0 ulnd] f(xyz) = 0, @(xyz) = 0;

313 ufnd] gpixy.e) = 0; Wixye) = 0 und] yixyz) = 0; wsw. || wob.|ed] mlan)

flelstsleltzt, d[a]B xy,z 3 Coord[maltlen] vorste]lifen], u.[nd] die 2 erstfen]
Flun]etion[en] f.[ir] | alle W(e|rthe v{on] xy.z dfie] zw.|[ischen] x=a u[nd]
x=a"; y=h, ulnd] y=b"; z2=¢, ulnd] z=¢'; lieglen]; dlie] 2 and[eren] | f.[iir]
alle Wlerlthe v.Jon] xy.z, dlie] zw.[ischen] x=a" u[nd] x=a"; y=b', u[nd]
=h" z=¢", u[nd] z=c" lieglen] zus[ajm|men] | geltfen] sollfen]. ||

Blelw(edss Es sey n[dlhml[ijeh m ein Plan]et dfe]r L[i-
nile, mfan] nfelhme afus] eilnem] ble]l[ieblilglen] |
i Plunjete a, 3 auf e[man]d[e]r slen]kr[e]chte Ri[ichtungen]
4 " ulnd] ziehe afus] m dlie] Plalr{alllellen] mo, qx, xa |
w[nd] es sey ap=x=a, pg=y=h, gm=z | =¢; n s.[ei] ein
and[e]r{e]r Plun]et dle]r Llnie], u.[nd] se[in]e Coord[ma-

tleln ar=x=a"; rs=y=| b'; sn=z=c". Wlei]l [nun] dfie] Linile = — — ||

Havret aqua |

So viel [milllunge[n]e Viejrsuche brlin]glen] [m]ich nenfe]rd[in]gs aul dfen]
Gleldlan]k[e]n dlen] ich schon li[n]gst | glelheat, d[a]l es k.[eine] geom.[etri-
schen), sond.[ern] blfo]B algle|br.[aische] (arithm|etische]) Erkl{d]r[un|glen]
dle]r Llinie], Flach[e], ete | gle]be. M.[an] [m]uB n[ahml[ilch das, w[a]s so
ebfen] als L[e|hrs.[atz] aufgle]st[e]llt wlur]de zu Erkl[drung] dle]r | kelammen]

* In der Figur hiell p zuerst x.
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Li[nte] mach|en]. Flo]lglenlde Bleftrlalcht[ung hat mich schon ehedfe]m auf
dlie|s|en] Gle|d[an]k[en] glelfih[r]t. ||
M.[an] d[e]nke sich ein Systfe]m v.[on] Plun]etfen] nach
.n flo]lglen]d[e]r Ble]gle]l: Dielr Plun]ct a habe | in dfe]r Ent-
flernun]g am, 2 Plunjete mun nlelblen] sich; in jle|d[e]r
kl[edn[e]rfeln glledehila)lls 2, | able]r nach flo]lglen]d[e]m Glels|eltz. Die
Plun]cte mn miglen] 2B, in englegen]gle]s.[etzten] Rlilchtfun]glen] | zu a

]
me .
B

e

lieglen]. In dle]r Entflernun]g %° ; mag er 2 Plunjete rs in Bli]cht[un]glen]
hlalb[en] die m[it d.[er] B.[ichtung] am glledche W]in]k[e]l | bild[en]; in d.[er]
Entf.[ernung] 5* ; mag er dler]glleichen] Plan]ete tu in Blijchtfun]glen] ha-
blen], dfie] [milt an gl{eilche W.[inkel] bild[en]; || u.s.w. = D[e]r Plan]et a hiite
also £.[iir] fle]de Entflernun]g dfie] < am = an ist 2 Plun]ete zu NaJchb[a]rn, |
U.[nd] den[njoch zwledlle ich s[elhr, dla]i das Systfe]lm allle]e dfie]s[e|r
Plun]ete efinle Llinile glejnalnn]t wler]d[en] kii[nn]te! - |

M.[an] [m]ibte [nu]r alllen]fla]lls noch flollalen]de Bleldinglunlg zu d[e]r Er-
klL[édrung] hi[n)z{u]thfun]: |

Erki[drung). Elin]e L|mi]e heifit ein Syst[e]m v.Jon] Plan]ct]en], wlenn] es d[ie]
Blelschlalfflen]hed]t hat, d[a]B 1. j[e]d[e]r d[e]rs.[elben] k[einen] Nichst[en], |
dfalft 2. anz|ul{lan]glen] v.Jon] efine]r glejwissfen] Entflernun]g L] | j[e]de
kl[eilnfe]re hlejrabw[d]rts ein ofder] etl|i]che (eilne] endl[iche] M[en]ge) Paare
v[on] N[a]chblarn hat, wlenn] flejmle]r 3. dlie] Blijcht[un]glen] | in wle]l-
chlen] dlie]se Nfalchb[a]rn lieglen], Wlinjk[e|ln [mi]t e[inanjd[e]r bild[en],
wle]iche so klein wle]rd[en] als m[an] [nu]r | im{me]r will, wlenn] mfan] auch
d[ie] Entf.[ernunlglen] so kl[ei]n nlimm]t, als m[an] will; wlenn] endl[ich 4. —
— ja | was noch? Was will mmfan] z[u]s|eftzlen], da[mi]t m[an] d[ie] Ble]di[n]-
glunlg erh[a]lte, d{alb es [nujr Eilne] L.[inie] ist: dafmi]t | [ni]cht das Syst[e]m
dle]r 2 Pla]r[allleli[en] Efin}e L{inie] heisse? In die]s|elm gibt es zu j[e]d[e]lm
Plunjete m Efiir] jle]de Eotl[ermung] 2 Paar, u[nd] || endl.|ich] (wlenn] d[ie]
Entf.|ernung] < mo wlir]d), 1 Paar Plunjete. — Ein Endplunk]t ist [nieht
vorh[an]d[en], |

Dassle]lbe gilt v.[on] f[o]lglen]d[e]m Systfe]me @ od[e]r OO

u.[nd] dfer]gl.[eichen] ||
jl " So ebjen| wle]rde ich gle]w([alhr, d[a]B anch d[ie] Erkl [drumg] dure]h
+  Flun]ctionen ihre grlo]Be Schwlie]r(igk[eijtlen] habe | Elinmalh!
sifn]d doch jenle] Coord[inaltlen] etwlals glan]z Zufill[i]gle]s. (so
schfeilnt es wlend]gst|en]s). Sodann || wie will mfan| d[ie] gle]rlade] Lmnie] mn,

dlie] # zu z ist, ble]stim|men]? | F.[ir] dlie] Wlelrthe x=a, y=h, hat z alle
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n  maigllichen] We]rthe zw.[ischen] z =m, u[nd] z=n. | Able]r wie

m  will mfan] dfie]B in efine}r Flun]etion ausdriick[en]? |
= Antwlort]. Es ist nicht néth[i]g, es in e[in]e Flun]ction ause[u]-
4, drliic]k[en]. = Was | able|r dlie] Zufalllilzkleilt jlene]r Ble]-
= stlimmun)g dfe]r Einzle|ln[en] Plun]cte dlurclh Coord]i]natlen]
anbie]langt, so dfiir]fte d[ie]d wlo]hl || [nu]r scheinbar seyn. Es ist freyl[ilch
etwla]s Zufiilliges, d[a]B m[an] gle]r[ajde diesen Anflan]gsplun]et, | gle]ra]de
dlie]se 3 Rli|chtfun]glen] wiihlt: able]r es ist v[ie]l[efcht [nileht z{ulffa]l[ig,

dfa]l} mfan] iible]rh[anu]pt E[ine]n | wiihle. |

Etwlals Aehnllilchlels scheint mir auch b.[ei] dlen] Blela{ri|fflen] dle]r Rich-
tflun'g, des Glelradlen], dlelr Seite, dle]r | Ebenle], dle]r Glelglen)d u[nd] des
Ralum]es obz[u]waltfen]. Am Ende d[iir]fte es doch k[ein]e flallsche || Erkl{d]-
rlun|g des Geradien] s.[ein], wlenn] m[an] sagte: es sey dasj.[enige|, wla]s d[ie]
R[ilcht[un]glen] ab u[nd] ba Gle]meins[a)mle]s | hab[en]; o[der] sonst auf ir-
alen|d e[in]e Art dlen] Blelariff des Glelmeins|alm[en] aufnihme. ||

Es ist zw[a]r wla]hr, d[a]B k[ein]e Erkl[d]r{un]g per accidens gle]scheh[en]
soll, u[nd] dla]Bl. wlenn| mfan] in e[ine]r | Erkl[drung] eifnen] Ble]g[ri}if
rleilnbr(in]gt, dlen] mlan] sich kleine]swlelgs nothw. [endig] z[u] d[en]k[en]
braucht, um sich dlen] 2[u] erkli-|rfen]d[en] 2[u] denk[en], d[ie]se Erkl[d]-
rlun]g fle]hl[e]rha|ft sey. Ab[e]r es ist noch d[ie] Frage, ob mfan] sich | e[inje
RliJcht{un]g ofder] ein Gle]rald[e]ls, ete. denklen] ki[nn]e, ahne sich 2

Plun]ete ete zu] denk[en]. Dfa] mlan] sich || [nileht glelrfalde dlielse 2 5

Plun]ete denk[en] [m]iisse, das ist wlo]hl wlalhr, able]r doch vlie]ll[ei]cht ir-
glen|d wle]lche. |

De]r Ralum] ist ja [nilchts, als ein V]e]rh[d]lt[ni]B, Alle Ble]g(rilffe in dler]
Geom[e|tric], s[in]d also [nilchts als Vielr-]h[alt[ni Bble]g[ri)ffe. Dfie]s[e]r
Plun]es, ist also so viel als nichis glels[algt. Dfielse Entflernun]g able]r[malhls
[nilehts glels[algt | als [nu]r im V[elrh[all[nilsse. Dle]r Ausd[ruclk »Dfie|s|e]r
Plun]ete sagt [nulr aus, dfa]ll mfan] sich dfe]nkt Ein Gllie]d des V[e]rh[d]lt-
[nd]ss[els. |

Alle Blelgriffe dle]r Geom[e]trie, — ich habe d[ie]d lingst schon erka[nn]t, sifn]d

z[ulm Behufe || dlejr Mlelch{aln[i]k erdacht. So nlen]nt mfan] Lfinile, etw[a]s

das dfurc|h dfie] Ble]w[e|g[un]g e[ine]s mat.[eriellen] Plun]ct[e]s ble|schrie]-
blen] wler|dfen] ka[nn], | e[in]en efin]g[e}schlossen[en] Rau[m], e[ine]n Inb{e]-
a[ri]ff v.[on] Plum]ctlen] a.[us] dlelrlen] jed[e]m k.[eine] L[inie] gle]zoglen]
{k[ein] mat.[erieller] Plun]ct | blelw[elgt wle]rd[en] kann) ohne e[in]e gle]wise
glelglelblenle Llinie] z[u] dlurclhschneid[en] — u.s.w. u.s.w. = |
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Diese Ble]m[e]rk[un]g hitte ich denn lingst schon auch auf dfie] erst[en] Ble]-
glrilffe dle]r Geo-|m[ejtrie, n[alhm[en]tl[i]lch die d[e]r Entflernun]z, R[i]ch-
Hlunlg, ... anw[ejnd[en] sollfen]. Hieraus wliir]de || (so schlein]t es [mi]r wle-
nilgstfen]s jle]tzo) hle]rvorglelganglen] s.em]. d[a]B mfan] [unfife]r efine]r
Entflernunlg [nilchts and|ejr[e}s v[e]rst/e]he, | als dasjen[ilge V[e]rh[ad]it[ni]B
zw.[ischen] 2 Plun]etfen], das sie [mi]t einem and[e]r[e]n Syst.[em] Z2er
Plun]ete glelmein hablen] kiifnnen], die]ssfen] | efinfe[e]ine Plunjete [m]it je-
nlen] in gar kleine]r nothwlen]d[ilglen] Ble]d[in]glun]g st{e]hle]n, glan]z will-
k[iJrl[i]ch angle]nom[men] wlerld[en] ki[nnen]. | D[a]B es ein solchfe]s Vier]-
hlalt[ni]B gle]lbe — [mu]B [ni]cht dfie] Geom[e]t.[rie], sond.[em] die M[e]t]a]-
physik ofder] dfie] Erflalhrun]g | lehr[en] (Dfie] Wiss[enschaft], d[ie] apriori
u[nd] empirfisch], v.[on] dem, wla]s ist; [ni]cht d[ie] M[aJth{e]m[a]t[i]k, w[e]l-
che d[ie] Wiss.[enschaft] ist || v.[on] d[e]m. w[a]s seyn kann. Sie sagt [nu]r, das
ko[nnle seyn.) |

Uiblelr die kiirzeste Lini)e zu[ischen] 2 Plun]et[en]. |
Llelhrs|atz]. Es [mu]l efin]e Li[nile zw.[ischen] 2 Plun|ct[en] gle]blen], d[ie] so
kurz ist, d[a]B es k[ein]e kiirz|e]re gibt. | Dle]r Ble]w|ei]s ist mir noch unble]-

kannt. |
s o Dies[e]r Sajte able]r als erwies|en] anglenom[men], LGt
sich I[ei]cht zeiglen], dla]B es dfie] gle]ra]de || sey. |

Denn erstililch, d[a]ll dfie] glelr{ade] Llinie] efin]e solche sey, iible]r die es
kleinle kiirz[e]re gibt, fojlgt so: | Wlenn] es mlelhrfe]re d]e]rgl[eichen] L[i-
nien] gibt, so [mu]f efin]e dle]rs.[elben] dfie] Blelsch[a]fl[enhedt] hab[en],
d[a]B alle ihre Stfiilcke de]m Glan]z[en] | d@hnlfi]ch si[n]d. Denn wledl dlie]l
[un]be]schadet ihr[e]r Linge s.[ein] ka[nn]; so [mu]l es [un]tfe]r allfen] mig-
\[ic]h[en] | b.[ed] Efine]r wlir]kl[i]ch st[a]tt fifn]d[en]. ||

Zweyt[en]s. Nur dfie] glelrlade] Llinie] allein ist so kurz, d[a]B k[ein]e and[¢]re
kiirz|e]r ist. | Denn 1., es sey amnb efinle L{inie], wle]lche so kurz ist, d[a]B
k.[eine] and[e]re k[iilrz[e]r; so hat ihre | Linge L irglen]d ein ble]st[imm]te]s
Vlelrh[allt[ni]i z[u]r Linge die]r g.[eraden] L[inie] dlurclh a u[nd] b; d[ie]-
i s slels | Vielrh[dllt[ndB sey 1:n (wo n irglen]d efin]e
? Z[alhl, v[iell[edcht = 1 ist.) |

2., Eblen] dass|e]lbe V(e|rh[a]lt[nd]B [mu]l [nun] zw.[ischen] dle]r Linge | des
Boglen]s mn, u.[nd] s[eine]r Chord[e] mn stfa]u || in]d[en]; od[e]r es [mu]B
auch l:mn = 1:n seyn. Denn wiire dfic]s[e]s V[e]rh[@][ni]B > so | ki[nn]te,

' Ein vertikaler Strich vor den Zeilen 15-18,
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