BERNARD BOLZANO - GESAMTAUSGABE
HERAUSGEGEBEN VON EDUARD WINTER, JAN BERG,
FRIEDRICH KAMBARTEL, JAROMIR LOUZIL, BOB VAN ROOTSELAAR

RETHE I1
NACHLASS

A, NACHGELASSENE SCHRIFTEN

BAND 8
GROSSENLEHRE II
REINE ZAHLENLEHRE



BERNARD BOLZANO

REINE ZAHLENLEHRE

HERAUSGEGEBEN
VON

JAN BERG

FRIEDRICH FROMMANN VERLAG (GUNTHER HOLZBOOG)

STUTTGART-BAD CANNSTATT 1976



@ FRIEDRICH FROMMANN VERLAG (G. HOLZBODG) STUTTGART. BAD CANNSTATT 1976
SATZCESTALTUNG UND DRUCK: OFFIZIN CHR.SCHEUFELE STUTTGART

ISBN 3772004683



INHALTSVERZEICHNIS

Einleitung des Herausgebers .......ooviviiviiaiiiiiviveiansins T

Inhaltsiibersicht zur b gegeb Schrift Bolzanos ........... 11
Reine Zahlenlehre ... 0vscnssssrsnmnsnsnsnsns A DT e 13
BABHEERPII -« v s o siin s s s sion i e S EAR  E S 169

Personenregioter: -« i ves s fosin b v i v e i v e 173



EINLEITUNG DES HERAUSGEBERS

Bolzanos Manuskript zur »Reinen Zahlenlehrea liegt in drei Fassungen
in der Osterreichischen National hek [ONB] unter den Signaturen
S.n. 3467-3469 vor. Bei der Transkription habe ich die letzte Fassung
S.n. 3469, BL1-145 verwendet. In Zweifelsfallen habe ich die von Bolzano
geschriebene Vorlage S.n. 3468, BL1-124 herangezogen. Diejenigen Indi-

ces, die im Manuskript manchmal hochgestellt und hmal direkt fiber
die Variablen gesetzt sind, hei im Druck inheitlicht hochgy
stellt,

Uber die Mafle und verschiedenen Zihlungen der Blitter gibt der Hand-
schriftenkatalog im Einleitungsband der G tausgabe Aufschluf,! Die

in der Ausgabe beniitzte Blattzdhlung gibt die (nicht von Belzano stam-
mende) Foliierung mit Rotstift wieder. Die BL1-5, 7-21, 26-29, 3141,
4345, 47-52, 54-82, 84-95, 98-105, 107-142 sind von einem Kopisten
geschrieben und mit gewissen Anderungen und Zusitzen Bolzanos ver-
sehen.

Die drei Fassungen der »Reinen Zahlenlehres wurden in der ersten
Hiilfte der 30er Jahre des 19. Jahrhunderts geschrieben.? Bolzanos Begriff
Zahlenlehre umfalit sowohl die Zahlentheorie als auch die Analysis.® Die
Abschnitte des vorliegenden Bandes erstrecken sich von der Analyse der
natiirlichen Zahlen, welche die spitere Entwicklung vorwegnimmt, bis zum
Versuch, im Abschnitt iiber »Unendliche GriBenbegriffe« eine Theorie der
reellen Zahlen aufzubauen.

Eine Transkription der leicht lesb Teile des Abschnitts fiber »Un-
endliche GriBenbegriffe« findet sich in Rychlik(14). Die von Rychlik aus-

1 Bolzano(E 2/1). Vgl die Bibliographie weiter unten,
2 Holzano(74), $.121, 152; Bolzano(79), 8.104; ONB S,n, 3460.s, Bl.1r, Z.10, 15.
3 Holzano(74), 5.152; Bolzano (19), Bd.4, S.65, 72,



gelassenen Textteile, die ihm »ohne direkten Zusammenhang mit dem
Text zu seinw schienen (5.14), enthalten in der Tat Zusitze und Verbesse-
rungen, die fiir Bolzanos Theorie von grundlegender Bedeutung sind. Ferner
hat Rychlik in seine Ausgabe von Bolzano durchgestrichenes Material, das
erwiesenermalien falsche Satze enthilt, mit aufgenommen,

Am Ende des 19, Jahrhunderts erschien Freges Definition der natiir-
lichen Zahlen als Mengen von Begriffen mit isomorphen Extensionen,* und

einige Jahre spiiter definierte Russell unabhingig von Frege die natiirlichen
Zahlen als Mengen von isomorphen Mengen.® Aber schon ein halbes Jahr-
hundert vor Frege fithrte Bol im ersten Abschnitt der » Reinen Zahlen-

lehre« seine abstrakten unbenannten Zahlen als Beschaffenheiten von iso-
morphen Mengen ein, Bolzano hat diese Definition jedoch seinem Aufbau
der Arithmetik nicht zugrunde gelegt.

In der zweiten Hilfte des 19, Jahrhunderts wurden Theorien der reellen
Zahlen von Dedekind,® WeierstraB,” Méray® und Cantor® aufgestellt. Bol-
zanos Yersuch im letzten Abschnitt der » Reinen Zahlenlehres«, das System
der reellen Zahlen auf eine rein arithmetische Grundlage suriickzufiihren,
zeigt, dall er als Vorliufer dieser Mathematiker betrachtet werden kann.

Bei Berechnungen mit llichen GriBenbegriffen macht Bolzano von
rationalen Operationen Gebrauch. Dies ist korrekt, soweil vorausgesetzt
wird, daB unendliche Grollenbegriffe mit Folgen von rationalen Zahlen

identifiziert werden kinnen.1® Bei dieser prizisen Interpretation der Grund-
begriffe Bolzanos werden jedoch einige wesentliche Lehrsiitze seiner Theorie
falsch. Versucht man hingegen, die wesentlichen Lehrsitze der Bolzano-
schen Theorie zu retten, indem man einfach seine Begriffe durch solche, die
modernen Theorien entstammen, ersetzt, wie etwa in den Anmerkungen
von Rychlik(14), dann bleiben Bol Grundbegriffe ungekliirt.

Um auf der Grundlage der Bol hen Konzeption eine widerspruchs-

freie Theorie der reellen Zahlen mit einer klaren Interpretation der Grund-

Frege(1), § 68.

Hussell(1), § 111,

Dedekind (1).

Dantscher(1).

Méray(l), Kap. 1.

Cantor(2), (3).

0 Vgl R faar(1). Van R 1 kritischer K zu den in Rychlik(14)
veriffentlichten Teilen des 7.Abschnitts der » Reinen Zahlenlehrea liegt dem Sach-
apparat der entsprechenden Teile dieser Ausgabe sugrunde, Fiir weitere Diskussion
siche Laugwitz(1).
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begriffe aufbauen zu ki sind gewisse Abéinderungen einiger wichtiger
Definitionen unvermeidlich. In zwei Fillen hat Bolzano dies selbst durch-
gefithrt, In seinen nachtriglichen Zusitzen zur dritten Fassung des Manu-
skripts hat er neue Definitionen der grundlegenden Begriffe der Mefibarkeit
und der Gleichheit von unendlichen Griflenbegriffen vorgeschlagen, wo-
durch viele Lehrsitze, die bei den urspriinglichen Definitionen falsch
waren, richtig werden.
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|Reine Zahlenlehre. | Erster Abschnitt. Yon dem Begriffe{,} | (den) allge-
meinsten Beschaffenheiten | (und der Bezeichnungsart der Zahlen.) | ®

[§. 1.] Erkl. Bilden wir uns eine Reihe, deren erstes Glied | [ein]e? Einheit belie-
biger Art A, jedes andere Glied | [alber eine Summe ist, welche zum Vorschein
kommt, indem | [wi]r einen Gegenstand, der dem niichstvorhergehenden |
[Glliede gleich ist, mit eine(r) neue(n) Einheit von || der Art A verbinden: so
heilit mir | ein jedes Glied dieser Reihe insofern eine Zahl, als | [ic]h mir dieses
Glied durch eine Vorstellung aufgefalt | denke, welche uns seine Entstehungs-
art angibt. Zur | Unterscheidung von anderen Reihen, welche zum Vor-[schein
kommen, wenn statt der Dinge von der Art | A Dinge von einer anderen Art zur
Einheit {angenommen) | werden, nenne ich die Glieder der vorhin be-|trach-
teten Reihe Zahlen von der Art A oder Zahlen, | denen die Einkeit A zu Grunde
liegt. Die Be-|schaffenheit, {vermiige deren | ein jedes dieser Glie-|der zu einer
Zahl | wird (rh? es somity behilt, wie auch | die Gegenstinde selbst, die man

Einhei hselt werden migen) nenne ich eine Zah! in | der

n | &
abstracten Bedeutung des Wortes, oder eine | abstracte Zahl; und im Gegensatze
mit solchen abstrac-|ten Zahlen (d.h. den blofen Beschaffenheiten) nenne | ich
die Glieder selbst concrete Zahlen oder Zahlen || in der comcreten Bedeutung des
Wortesl. Diese concretfe]n | Zahlen werden im Deutschen, besonders mit Aus-
nahme | der ersten oder der Einheit, auch Anzahlen genannt. Endlich | die ganze
Reihe selbst nenne ich die Zahlenreihe, oder | zum Unterschiede von andern
Reihen, deren Glieder | {ebenfalls) Zahlen sind, die natiirliche Reihe der Zahlen,
oder | mit Einigen auch die Redhe der natiirlichen Zahlen. |

& PBolzanos Zusitze in spitzen Klammern,
¥ Das erste Blatt ist am linken Rand beschadigt.

! Die abstrakte Zahl beziiglich A, die einer konk Zahl N beziiglich A icht, ist
somit eine Beschaffenheit, deren E: ion die Menge aller mit N isomorphen konkreten
Zahlen beziiglich A ist.
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§. [2] Anm. {1.) Die Sprachlehrer machen bekanntlich einen | Unterschied
zwischen den beiden Villen, ob wir ein Wort in || einer erweiterten, oder ob wir
dasselbe in einer | (blos) entleh oder uneigentlichen Bedeutung gebrauchen. |
Wenn der Naturforscher den StrauBl noch zu den Vigeln zihlet: so sagen sie,

er thue diell, indem er die | Bedeutung, die das Wort Fogel im gemeinen Leben ||
hat (wo man nur solche befiederte Geschiipfe, welche | sich fliegend hoch in die
Luft erheben kinnen, Végel | zu nennen pflegt) fiir seine Zwecke erweitert
habe. | Wenn wir dagegen von bleiernen Vigeln sprechen, | oder von einem Men-
schen dullern, »er sey ein locke-Jrer Fogel« u. dgl: so sagen die Sprachlehrer
nicht, dall | wir das Wort Vogel hier in erwelterter, sondern | sie sagen, dall wir
lasselbe in einer entleh | oder uneigentlichen Bedeutung {gebrauchen). Es
friigt sich | nun, ob die Mathematiker, wenn sie dasjenige, was | die Zeichen %,
ﬁ, F-l, oo, % , 0 bezeichnen, Zahlen | zu nennen pflegen, in erweiterter oder
in || uneigentlicher Bedeutung sprechen? Werden die Briiche, | die Irrational-

zahlen, die imaginiren, die unendlich | groBen und unendlich Kleinen {Zahlen,)
die Null Zahlen im eigent-[lichen Sinne oder nur in entlehnter Bedeutung ge-
nannt? | Die Frage ist dort, wo der Begrifl einer Zahl erklart, | d.h. in seine
Bestandtheile aufgeliist werden soll, von | Wichtigkeit. Denn gehiiren die Briiche,
die Irrational-|zahlen u.s.w. unter die Zahlen in dieses Wortes, wenn | auch
erweiterter, doch eigentlicher Bedeutung: so ist of-|fenbar, daB die Erklirung
von dem Begriffe | der Zahl so weit seyn mul, daB sie die | vorhin genannten
Gegenstinde alle umfalBt; gerade | so, wie die Erklirung, die der Naturforscher
von | dem Worte Fogel gibt, so weit seyn muB, dab sie sich | auch auf den Stranf}
anwenden lift, weil er auch | diesen einen Vogel im eigentlichen Sinne | nennet.
Ist aber die Bedeutung, in der die | Mathematiker das Wort Zahl nehmen, wenn
sie {von) gebrochene(n) | irrationale(n,) imaginiire(n,) unendlich groBe{n) und
unendlich | Kleine{n} Zahlen {reden}, nur eine uneigentliche: | dann ist es keines-
wegs nithig, dal unsere | Erklirung {von dem Begriffe | der Zahl} sich auch auf
diese Dinge erstrecke; | eben so wenig, wie vom Naturforscher verlangt | werden
{darf}, eine Frklirung von dem Worte Vogel | zu geben, die auch auf sogenannte
bleierne Vigel | passe. Ich bin nun der Meinung, daB hier das Letztere | Statt
finde; nur in entlehnter Bedeutung, nur uneigent-|licher Weise nennen die Ma-
thematiker %, y’f. y/?i. | o, 'rl:, 0,u.5.w. Zahlen. Ich schlielle diell einmahl |
schon aus den Erklirungen selbst, die sie von jenem || Worte geben; denn diese
sind {mit einigen Aus-|nahmen, auf wle]lche wir | spiiter zu reden kommen,)
durchaus nicht so beschaf-|fen, wie sie es seyn miiBten, {wiire} es der Wille |
{ihrer Erfinder gewesen}, dafl auch die sog ten gebro-|ch
imaginiiren Zahlen, ja die Null | selbst, als eigentliche Zahlen angesehen werden

irrationalen,
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{solleny. | Zu diesem Zwecke {nimlich} sind {diese Erklirungen so) offenbar m
enge, dall es | sich gar nicht begreifen liele, wie dieses nicht schon | lingst von
Allen sollte bemerkt worden seyn, | {Und lesen wir denn nicht) bey Vielen,
{sogar) ausdriicklich, dafl nur die soge-[nannten ganzen Zahlen (nehmlich nur
1,2,3, 4, wsow.) || wirkliche Zahlen wiren? Da der Ausdruck: wirk|liche Zahlen
hier {sicher} nichts {Anderes) als Zahlen, | die es im eigentlichen Sinne sind,
andeutet); so ist | es (ja) gestindlich, daB das Wort Zahl in de{n) Benennun-
{gen} | {gehbrochene Zahl, Irrationalzahl u.s.w. nicht in erweite-[ter, sondern
in uneigentlicher Bedentung genommen | werde, Auch wire es in der That keine
so leichte | Sache, {den Vertrag der Zah-|lenlehre mit) eine{m) Begriffe zu
{erifinen}, der gerade die | nithige Ausdelmung hiitte, um Alles, und doch | auch
wieder nichts {Mehres) zu umfassen, als was die | Ausdriicke: eine ganze, eine

eine || irr eine i iniire, eine unendlich grobe | und un-
end]lch kleine Zahl und die Null selbst bedeuten. | Und wozu sollte uns dieser
Begriff? Wir kinnen | seiner {fughlich entbeliren, wenn wir uns an die Be-[/deu-
tung, die das Wort Zah! schon im gemeinen Leben | hat, halten; dann {aber) be-
merken, dafl die Vor-stellung(en,) die durch {die) Zeichen, /2, y=1, e, =,
{0,% u.s.w. | ausgedriickt werden, blofle Forstellungen von Zah-|len sind, denen
kein Gegenstand ent-|spricht, {indem sie eine}y Zahl mit Bestimmungen den-
ken, | die sich in ihr nicht vereinig{en lassen}. | Aus diesem Umstande erklirt
sich zugleich, woher | der Gebrauch dieser entlehnten Bedeutun{gen) gekom-|
men {seyy. Nehmlich man nennt 1;, ﬁ, 'f—_l, wsow. Zahlen, | weil diese

Zeichen in der That Forstellungen, obgleich || nur geg dlose Vi gen

von Zahlen {andeuten. Ich glaube also, |

| daB es am Zweckmaligsten sey, unter dem Worte | Zahl nur eben das zu ver-
stehen, was der gemeine | Sprachgebrauch so nennt, und {was) die Mathemati-
ker gur | deutlichern Unterscheidung auch eine ganze {oder wirkliche Zahl zu} |
nennen {pllegen. Es frigt) sich {aber) nu{r) noch, | ob ich in {der versuchten)
Erklirung diesen Begriff {auch) | getroffen habe? {Hoffentlich wird man mir} |
zugestehen, dafl {meine) Erklirung wenig-|stens nicht zu weit sey, d.h. dafl der
Begriff, den | sie beschreibt, auf keinen andern Gegenstand als | nur auf Zahlen
in der gewihnlichen Bedeutung passe. | Uiberall wo sich entweder nur eine
einzige Ein-|heit oder ein Inbegriff mehrerer Einheiten, doch in | endlicher
Menge befindet, dort ist, soferne wir | uns im ersten Falle die einzelne Einheit
eben nur | als eine solche, im zweyten Falle aber den Inbegriff | der mehreren
Einheiten auf eine Weise denken, die | angibt, wie dieser Inbegriff entstehe,
indemn man aus-|gehend von {Einem) immer Eins hinzusetat, der Begriff einer |
Zahl unlaughar vorhanden. Aber auch nicht zu enge | {daucht mir) jene Erkld-
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rung {zu seyn}, da sie nicht nur | alle Zahlen, die wirkliche Mengen von Einhei-
ten sind, | (z.B. 2, 3}, sondern auch die Einheit selbst umfasset. | Sollte sie also
dennoch unrichtig seyn; so miibte ihr | Fehler nur darin bestehen, dal sie statt
des zu er-|klarenden Begriffes einen thm blofl gleichgeltenden | beschreibt; ein
Fehler, der (wie {ich schon § bemerkte)) erst | nicht {ehen} von grofer Wich-
tigkeit wire, Wenn man in-|zwischen beachten will, wie wir zu Werke gehen, |
wenn wir z.B, einem Kinde den Begriff {einer) Zahl | erst {eben) beibringen
wollen: so wird man | sehr in der Meinung, dall die obige Erklirung die-|jsen
Begriff (selbst) angehe, bestirket werden. | Denn wie verfahren wir da? Ge-
wihnlich nicht | anders, als dall wir dem Kinde einen beliebigen Gegen-|stand,
2.1, eine Bohne vorlegen; und nachdem wir | (b)emerkt haben, diell sey nur
Eine Bohne, eine zwey-|te hinzuthun, und sagen, dall nun ziey Bohnen bey-||
sammen wiiren; dann wieder Eine hinzuthun, und spre-|chen, daB nun drey
Bohnen da wiren u.s.w. bis wir | zuletzt erkliaren, dall das Geschift, das wir so
eben | verrichtet {hiitten), ein Zaklen genannt werde, und dall die | Begriffe:
Eins, Zwey, Drey w.s.w., die wir entwickelt | hitten, Begriffe von Zahlen
wiiren. — Sehr iiber-jeinstimmend mit meiner Erklarung ist (jene), die ich in |
Stahls® Arithm, (§. 1) angetroffen habe: »Wenn man[«], | heilit es daselbst, san
mehreren Dingen nur das, was | sie gemeinschaftlich haben, betrachtet; so hat
man eine | Rethe von X, X, X, X. .¢ Begrenzt man nun diese Reihe, | und faft
die x dieser begrenzten Reihe successiv | im Verstande susammen, dal man eine
Anschauung | afler in einer erhiilt: so zdhlt man, und das Resul-|tat dieses Zih-
lens heiBt Zakl, »[~] — Die Erklirung, die | man am Hiufigsten gegeben hat,
sagt iibrigens blos, | dal die Zahl eine Menge von Dingen derselben Art | sey.
Es erinnerte aber schon Kraushaard, dall man | statt Dingen derselben Art, Fin-
heiten sagen sollte; | was auch in der von Fuklides (Elem, L. 7, def. 2) | gegebe-
nen Erklirung geschieht: ‘Apuog ton to || Ex povedov ovyceipevov shnfogt
Statt des Wortes Menge | (mhnPog) will Kraushaar licher das Wort Tnbegriff |
gebraucht wissen. Aber auch so noch behilt die Erklirung | mehrere Fehler.
Der erste liegt darin, dal wir | bekanntlich auch die Einkeie als eine Zahl
zu betrach-|ten pflegen; was gleichwohl nicht geschehen kann, wenn | man

©  Bei Stahl: » was sie gemeinschaftlich haben, b | und man driickt die Anschao-
ung, welche den Inbegriff der gemeinschaftlichen Merkmale giebt, iiberhaupt durch x
aus [~ = =], so hat man eine Reihe x, x, x, x, x, u.s.w, vor sich [- - -]«

2 Stahl(l), 5.2.

3 Kraushaar(1),5.4.

4 s Eine Zahl ist eine aus Einheiten susammengesetzte Vielheit«,
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die Zahl einen Jnbegriff von Einheiten nennt; | indem ja die Einheit gewil} kein
Inbegriff | {mehrer) Einheiten ist, wenigstens nicht solcher, |

|| {die wir eben betrachten, wenn wir sie Ein-)|¢heit nennen, und fiir die erste
der Zahlen erkliren.) | {Allein noch ungleich) | wichtiger ist der zweyte Fehler
{in dieser Erklarung, der} nihmlich dal es auch | Mengen oder Inbegriffe gibt,
die aus unendlich vielen | Einheiten bestehen. Solche unendliche Mengen (aber)
kinnen | auf keine Weise gezahlt werden, wie man sie denn eben | defhalb auch
unzihibar nennt, und somit diirfen || sie nicht als Zahlen {in der eigentli-|chen
Bedeutung | des Wortes) angesehen werden. |

|| Man miiBte also, um {auch noch} | diesen Fehler zu verbessern, sagen, dall die |
Zah] eine blob endliche Menge von Einheiten sey; | hierauf (aber) den Begriff
einer blofi endlichen Menge {auf vine Weise erkliren, die} | den (B)egriff der
Zahl nicht etwa schon (voraussetzt. Trre} | {ich aber nicht, so isty | auch (blos)
eine endliche Menge von Einheiten || noch nicht sofort eine Zahl, sondern wir
unter-|scheiden gezahlte und nicht gezahlte Mengen; und nur | die erstern nen-
nen wir Zahlen (in der concreten | Bedeutung des Wortes). Unter de{m} Zihlen
oder | Abzihlen einer Menge verstehen wir (aber) ein ge-|wisses Auffassen der-
selben unter eine(n) Begriff, | der angibt, wie diese | Menge aus ihren einzelnen
Einheiten zusammen- |gesetzt sey. |

| {§. 7. Anm[.] 2.9 Es ist nun nithig, auch ein Paar Worte tiber jene | Erklar{un]-
gen zu saglen ], d{urclh die M[an]| dlen] Ble]griff e[ine|r Zahl er-||weitern woll[e].
Hieher glelhiret schon die v.[on] einigen Neu-leren z.B. SchriderS, Stein8,

gegeblenje Erkl{arun]g: die] Zahl sey | »ein Gle]s[eltz, wle]lchle]s angibt, wie
efinJe Grd]le a. us] efine]r and[e)r[eln (d[e]r Einh[ei]t) | glelbildet wliride,
sof[e]rn d[ie]se Bild[un]g in einem bloB[en] Wied[e]rhol[en]f d[elr | ganz[en]
Einh[et]t o[der] efine]s aliquot{en] Theiles d[e]rs[e]ib[en], w[e]lch[elr alllen]-
fla]lls | auch [nulr ein e[inlz[ilgle]s M[aJhl® glelsetzt wlirld, blelsteheth «

Am aueren Rand: # Beyloge tu 54, Das ganze Blatt ist von Bolzano geschrichen.

Bei Stein: »worden ista,

Stein: »dieses Bilden blos in ein Widerholen .

Stein: »nur einmalw.

Stein: »bestehen darfu,

Sehrider(1).

Stein(1), Bd.1, 5. XVII, Vgl, auch 8. XVI: »[- - -] daB die Zahl nicht mit der durch sie
dargestellten Griille einerlei ist, [- — ] Wenn ich vier Thaler sage, so lazsen sich offenbar
drei Dinge unterscheiden: lstens die Einheit (Thaler), zweitens die aus ihr gebildete
Grdfle (4 Thaler) und drittens die Zahl (vier), welche angiebt, wie diese Grile aus der
Einheit gebildet worden ist.e

=2 e = m o= = oa
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Diese Er-[kl[@]r{un]g umfalit neben dlen] ganz{en] auch die gleJbrochen[en]
Zahl[en] (so fle]rn sie | in e[in]fach[en] Briich[en] bielstie]hlen]), kleinels-
wlelgs able]r die irration[afl[en] Zahllen] u.m.A. Viel | entsprechlen]d[e]r
£.[iir] dies[en] Zwl[e ck war also die Erkl[drun]g, die wir b.[ef] efinijglen] Aelte-
ren antr{e]fffen.] So | heilit es bey Stevin?: die Zahl sey id, per quod | explica-
tur quantitas cujusque rei. Und Newton® in s.[emer] | Arithm, univ. sagte:

Per numerum non tam multi-[tudinem  unitatum, quam abstractam
quantitatis cu-|jusvis' ad aliam ejusdem generis quantita-/tem quae pro
unitate habetur rationem! intelligimus. | Nach dfiels[e]r Erkl[irun]g
kann mifan] [nijcht [nu]r gle]brochene, sond.[ern] | auch irrationfa]le, [unend-
I[ileh grio]fle u. [unendl[fjch Kl[ein]e Zahllen] als wiir]kl.[iche] | Zahl[en]
bleltrlajcht[en]; die Null able]r u. die Z{a]hl[en] v.[on] d.[er] Form p+q /= T|
bleiblen] noch imi[mjer ausgle]schloss(en].)

| § (4.) Anm. 3. Die N[eJblen]b[e]g[ri]ffe durch die sich || die Worte Zah! und
Anzahl in dem gemeinen Sprach-|gebrauche (der bekanntlich fast keine durch-
aus gleich-|({bedeutende} Worte {hat}) von einander unterscheiden, | brauchte
uns in der Wissenschaft eben nicht sehr zu | beldimmern, so fern wir es {irgend-
wao niithig fiinden, ne|ben dem Worte Zahl noch das Wort dnzahl zu brauchen. |
Soll aber doch ein Unter|schied, der mit dem Sprachgebrauche we|nigstens
einiger Mallen iibereinstimmt, ang
mir, sagen, dall Anzahl | nur von einer concreten Zahl, von einer | (wirklijchen
Menge von Dingen gebraucht wird; withrend | {das Wort Za/d sowohl) in con-
creter als abstracter Bedeutung, d.h. | auch zur Bezeichnung der bloBen Beschaf-
fenheit, die | eine gewisse Menge zu einer bestimmten Anzahl von | Dingen
macht, angewandt wird, So sagen wir 2.B. || eben sowohl: » Die Zahf als auch die
Anzahl der Jahre, | die ich durchlebt habe.« Kaum aber werden wir die | Be-
schaffenheit, durch welche ecine gewisse Menge be-|stimmt wird, die Anzahl
dieser Menge nennen. Ein an-|derer Unterschied diirfte noch darin bestehen,
dall | wir das Wort Zahl hiufig auch fiir den bloBen | Begriff einer Zahl, ja fiir
das blofe Zeichen dieses | Begriffes nehmen, wihrend wir unter der Anzakl |
immer nur eine wirkliche Menge verstehen. So | fragen wir nach jener Zahl,
durch die ein Haus | zur leichtern Auffindung aus mehreren andern | bezeichnet

| werden: so mull man, diucht

i Von Bolrano unterstrichen,

Stevin(l), def. 2: »Nombre est cela, par lequel s'explique la quantité de chaseune
chose.« Neudruck in Stevin(3). Stevin(l) ist nicht in der lateinischen Ausgabs von
Stevins mathematischen Werken (Stevin(2)) enthalten, Bolzano hat wahrscheinlich
soin Zitat einer mittelb lateinisch hrick Quelle

4 Newton(l), 8.4.
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ist; nie aber werden wir diese Zahl, welche || hier also ein bloles Zeichen ist, eine
Anzahl nennen. |

§. [5] Zus. (1.3 Zahlen sind demnach nicht Begriffe, wohl aber | Dinge ({ein-
zelne) Einheiten nihmlich, oder auch {Inbegriffe von | mehreren Einhei- [ten}), |
die wir uns denken als aufgefaBit unter gewissen Begriffen. | Denn nur {in so fern
nennen’ wir ein Ding (vine einzelne Einheit oder | einfeny Inbegriff mehrer
Einheiten) eine Zahl, {wiefern} | wir uns vorstellen, {dal} diese Dinge als Glie-
der in der §. [1] | beschriebenen Reihe der Zahlen erscheinen. |

§ [6] Zus. (2.3 Die Begriffe, welche die Worte Ein A, zwey || A, drev A, vier A
w.s.w. nach der § [119] d. Einl. TT1? | {erklirten) Bedeutung bezeichnen, sind

| Zahlenbegriffe. Denn sie bezeichnen gewisse | in der Zahlenreihe

vorkommende Glieder, und stellen | vor, wie jedes dieser Glieder, sofern es aus

andern | gesetzl ist, he. |

{§. [7] Zus. 3. | Alle Zahlen einer u[nd] | eben derselben | Art sind auch als
Griflen || einer u[nd] eben der-[selben Art zu be-|trachten. (§. [11))

§. [8] Zus. (4 Aus der Erkl. § [1] verglichen mit § § [151, 164, 186] | der
Einl, I1T ergibt sich unmittelbar, daB die natiir-|liche Reihe der Zahlen eine
einzige durcl [hingende Reihe (bilde), welche nicht in sich selbst

zuriick-|[kehrt, sondern (zum Wenigsten, | wenn die Art der | Dinge A willkiir-
lich | angenommen wer-|den darf,} auf einer Seite hin in das Unendliche | fort-
gehet; (dergestalt) dal} (also) das einzige Guberste Glied, das diese | Reihe hat,
die Einheit (isty. Nennen wir {demnach’ dieses ihr | erstes Glied, so hat {die
Reihe) kein letztes und gehet nach For-|wirts in das Unendliche. |

(8. [9] Erkl) Aus Griinden, ihnlich denjenigen, aus denen wir schon | in d.[er]
Grisb[en]l[e]hrel® § [11] d[en] allg{e]meilnen] Blelgriff efinelr Grolen]vor-
ste]ll[un]g | (aufstelltfen], stelllen] | wir jetzt auch dlen) Be-|griff efine]r Zah-
lenvor-|stfe jli{unlg auf, und erkli-jren, daB wir untfe]r | dies[e]r Ben[ennun]g
efin]e jede | Vorst[e]llfun]g v.[on] d.[er] Form: | »E[inle Z[alh!, ufeliche die |
Blelsch(a] fflen]aec]ifen] b', b, b ... hat[«] | v[elrsteh[en] woll[en],
glledjchv(ie]l | ob diese Blejschla]fifen]hledtfe]n b.[ei] efine]r | Z[ajhl in d]e]r
That vle]rei[nijgt | ang{e]trofffen] wler]d[en] ki[nnen] | o[der] [nicht; d.h.
glledjchvliell ob dfie]se | V[oJest[e]ll[un]g e[inen] wirkl[{lch[en] | Gle]g[en]-
stfan]d hat ofder] [nijcht. Wir | wle]rd[en] v.[on] e[ine}r solch[en] Vor-|st]e]l-
Wunjg, sfe]lbst wlenn] sie gle]glen]stfan]d-[los ist, saglen], d[a]B sie | doch

1 Dieser Paragraph ist von Bolzano geschriehen,
9 Bolzane(2 A 7), Einleitung sur Griflenlshre [in der Folge: EG], Abschaitt II1,
1 Bolzano(2 A 7), Erste Begriffe der allgemeinen Grofienlehre [in der Folge: AG].
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glledlehwlolhl auf e[inle ver-|standl[i]che Heise gle]bildet | sey, wlenn] es [nulr
v.[on] de]r beson-|dern Blejschajfflen]h[ef]t d[e]r in ihr | vorkofi[men]d[en]
wirkl{t]ch{en] | Z[a]hl[en] herrithrt, d[a]B ihr | kein Glelglen]stfan]d ent-
spricht. | Wir wle]Jrd[en] ab[e]r in d[eJr Folge |

|| imi[melr [nu]r v.[on] | solch[en] auf ve]rst[an]di[ijche W[ei]se | gle]bildet(e|n
Z[ahl[en]v[o]rst[e]ll[unjglen] | red{en], auch wlenn] wir es | [nijcht ausd[rii jck-
1[i]ch beysetzlen]. | Wir wie]rd[en] uns |

|| fle]m[e]r erlaub[en], dler]gl[eilch[en] | Z[a]hl[en]v[o]rst[el[un]g[en], wlenn] |
sie aus laut[e]r | rein[eln Ble]g[r]f[en] z[uls[a]M[men]glels[e]tzt | s[in]d, z[u]r
Ab-jwlelchsl[un]g auch wlolhl Zahl[en]-|b{elgriffe 2[u] nen[nen.] Die) | Zei-
chen, derfen] wir [un]s zu ihr[e]r Darstfe]ll[un]g ble]dien[en], sie sey[en] |
miindl[r]che o[der] schr[i}ftl[i]chek, Zahlzeichen o[der] Zahl Ir{il jcke nen-
[nen]. Z[ujr Abkiirz[un]g | {endl[{jch w[e]rd[en] wir | [un]s in Filllen], wo
eblen] | kein MiBiv[e]rstfan]d | zu bes[o]rglen] st[e]het, | erlaublen], die | Zah-
en]vio]rstfe]ll[un]glen] u[nd] | Zahl[enjausdr[iic]lke | auch schl[e]chtwe]g
Zah-|len s[e]lbst zu ne[nnen], | u. dfie] zw[ajr | zuweillen] s[e]tbst | dann,

wlenn] | es dergleichen |

| dies[er] V[e]rst[e]ll[un]g o[der] Zeich[en] | entspr[e]ch[en]de Zahl[en] in |
Wahrh[ei]t gar [niJcht gibt. | Zu bleJss[eJr[e]r Un]t[erjschieijd[un]g | wler]-
d[en] wir dann die | Zahl{en], die wir | uns v.[on] e[ine]r solch[en] | B[elsch[a]f-
flen]h[edt denklen], | die]rglledlch[en] es in dle]r That | gibt, worki[i]cke Z[alh-
Ifen] || nennen; von | jen[en] erster{en] | ab{e]r wler]d[en] wir sa-|g[en], d[a]B
es blofl | cingle]bildete | Zahlen | wiirfen].y) |

| § Anm!: Binem Nachdenkenden wird die Richtigkeit sowohl, | als auch die
Nothwendigkeit einer Unterscheidung awischen | den Zaklen einerseits und den
bloBen Zahlenvorstellun-|gen und Zahlenavsdriicken andererseits schwerlich | ent-
gehen. Der Begriff einer Sache und die Sache selbst, | sind ja doch immer wohl
zu trennen; und wer michte z.B. || den Begriff Mensch, nicht von dem Gegen-
stande dieses | Begriffes, d.h. vom Menschen selbst heiden? Bey | den
Zahlen hat es sich gleichwohl einige Mahle ergeben, | dafl man sie selbst und die
bloBen Begriffe von ihnen | nicht mit gehéiriger Deutlichkeit unterschieden.
Oder | wie sonst wiire es gekommen, dall man z.B. gesagt, eine | Zahl sey nichts
als ein blofles Product des Verstandes, oder | daB man die Null mit zu den Zahlen
gerechnet; da doch | offenbar ist, dall die Null ein blober Zahlenbegriff und zwar |
ein solcher ist, der gar keinen Gegenstand hat? |

K Vielleicht si il zu ergi : wkil wire.
1 Diese Anmerkung ist von Bolzano durchgestrichen.
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| §. [10] Erkl. Wenn die Art der Dinge, welche als Einheiten be-[trachtet werden
sollen, in einer Zahlenvorstellung gleich-|falls mit angegeben ist, so {wollen wir)
sie eine & | Zahl llung oder (nach der {im vorigen §.) erwihnten
Meto-|nymie) auch eine benannte Zahl selbst; im widrigen | Falle dagegen, wenn
die Art der Dinge, welche als Einhei-|ten betrachtet werden sollen, unbestimmt
gelassen ist, || eine unbenannte Zahl, oder Zahl tel-lung 11, So ist
z.B. der Begriff Drey, ein unbe- [nannter, der Begrifi drey Punkte aber ein be-
nannter {Zahlen-} begriff. |

§. [11] Anm: Die unbenannte Zahl (§. [10]} und die abstracte | Zahl (§ [1]) wer-
den von Einigen fiir einerley a{ushge(geben.} | Dieser Ansicht {aber) kann ich
nicht be{ytreten. Denn | der Begriff, den das Wort drey bezeichnet, wenn wir

h Ich

3:ce

dar-|unter ein Ganzes aus drey Ei | von einerley, ohne
zu bestimmen, welcher Art, zusam-||mengesetzt ist, ist {wohl) unliughar eine
unbenannte, | keineswegs aber eine abstracte, sondern gewill eine | concrete Zahl
oder Anzahl, Und wenn wir {den einfachen Satz,) | dall 2 + 3 = 5 sey {aufstel-

len); so sprechen wir offenbar von | unb aber durchaus nicht von

abstracten, sondern | concreten Zahlen, Denn sprichen wir von abstracten |
Zahlen; so {miifiten) wir behaup dalb die Beschaffenheit, | die einem aus
5 Einheiten bestehenden Inbegriffe zu-|kommt, betrachtet werden kinne, als
eine Summe der (beyden) | Beschaffenheiten, {deren die Eine) ein aus 2, und
{die andere) ein aus 3 Einheiten || bestehender Inbegriff hat; welches sehr unge-
r{eiymt wire. | Ganz richtig ist dagegen der Sinn der Gleichung 2 + 3 - 5, |
sobald wir unter 2, 3, und 5 concrete Zahlen, d.h. wirkliche | Inbegriffe oder
Mengen von Einheiten verstehen. Dann | sagen wir nihmlich nur, dalBl eine

h %

Menge, die aus 2 und | eine Menge, die aus 3 Einh
einerlei | sind mit einer Menge, die aus 5 Einheiten bestehet. |

§.[12] Lekhrs. Es gibt keine concrete Zahlenvorstellung, | die wenn sie wngenannt
ist, nur einen einzigen | Gegenstand hiitte. |

Bews. Denn wenn die Vorstellung concret ist und es gibt iiber-|haupt einen ihr
entsprechenden Gegenstand; so werden wir, | weil die Art der Einheiten, zu wel-
cher die vorgestellte | (Zahl) gehiren soll, in dem Begriffe nicht festgesetzet ist,
der ihr | prechenden G dnde gewill noch mehrere nachwei-jsen kiin-
nen, wenn wir die Art der Emhelten wechseln, | So gibt es z.B. Sitze, wahre
sowohl als falsche[,| von jeder beliebi-|gen Anzahl, Nehmen wir also das eine

11 Die abstrak b Zahl einer konk | Zahl N ist somit eine
Beschaffenheit, deren E: ion die Menge aller mit N isomorphen konkreten Zahlen
ist.
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Mahl nur Sitze, | die wahr, das andere Mahl nur Sitze, die falsch sind, als | die zu
zihlenden Einheiten an; so werden wir zu jeder belie-|bigen concreten Zahlen-
vorstellung wenigstens zwey | von einander verschiedene Zahlen, deren die eine
ein | Inbegriff von wahren, die andere ein Inbegriff von | falschen Sitzen ist, als

= ¥ {B

nachweisen kin-

ein Paar dieser V.
nen. |

8§ [153] Erkl. Wollten wir also unter einer einfirmigen | Zahlenvorstellung blofl
eine solche verstehen, die durchaus | nur einen einzigen (Gegenstand hat, so
kimnte es unter | den ungenannten concreten Zahlenbegriffen derglei-|chen gar
nicht geben. Ich erlaube mir deBhalb, eine gege-|bene Zahlenvorstellung schon
dann etnfdrmig zu nennen, | wenn sie nur so beschaffen ist, daf} die mehreren
concre-|ten Zahlen, welche sie vorstellt, abgesehen von ihrer | Einheit oder als
blofie ungenannte Zahlen, alle einander {gleich) | sind, oder, was eben soviel
heilit, bezogen auf einerley | Binheit nur ein einziges in derselben Zahlenreihe
vor-|kommendes Glied vorstellen. So nenne ich z.B. »drey« einen | einférmigen
Zahlenbegriff, weil alle Gegenstinde, die | diesem Begriffe unterstehen, abge-
sehen von ihrer Einheit, | einander gleich seyn miissen. Eine Zahlenvorstellung,
die | zwey, drey oder mel inand dhnliche Zahlen vor-|stellt; soll eine
zwey- drey oder mehrfirmige Zahlen-[vorstellung heilen. So wiire ©.B. der Be-
griff einer | Zahl, die zwischen 2 und 6 liegt, ein dreyférmiger | Zahlenbegriff,
weil er drey von einander verschiedene | Zahlen, nihmlich die Zahlen 3, 4 und 5,
umfafit. |

§. Erkl.m Da wir jedoch in der Folge so hitulig mit Zahlenvorstel-|lungen, die
gegenstandlos sind, zu thun haben werden; so ist | es nithig, die Begriffe der Ein-
Zwey- Drey- oder Mehr- |formigkeit auch auf diese anszudehnen. Diell kann nun |
vermittelst der schon in der Einleitung IT12, §. [4] u[nd] §. [5] | aufgestellten
Begriffe und Regeln sehr leicht geschehen. | Nach jenen Erklirungen kann
niihmlich auch eine geg d-Jlose Vorstellung einer andern gleichgeltend
oder auch unterge-|ordnet heilen. Wenn {also) A eine gegenstandlose Zahlen-
vor-|stellung von solcher Beschaffenheit ist, dall alle ihr unterste- henden Vor-
stellungen a, b, ... als einander gleichgeltend be-jtrachtet werden miissen nach
der §. [5, Nr.5] Il gegebenen Erklirung: | so nennen wir die Vorstellung A etn-
firmig; gibt es aber zwey, | drey oder mehrere von einander unterschiedene, d.h.
solche Zah-[lenvorstellungen, die nach dem eben erwihnten §. nicht als gleich-|
geltend betrachtet werden diirfen, und die doch insgesammt als der | Vorstel-

m Dieser Paragraph ist von Bolzano durchgestrichen.
12 EG, Abschnict II.
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lung A unterstehend angeschen werden kinnen: so | sagen wir, dafl A eine
zwey- drey-, oder mehrformige Zah-[lenvorstellung sey. So ist z.B. 0 eine gegen-
standlose aber mu-|gleich einférmige Zahlenvorstellung zu nennen. Denn alle
der | V. Ilung 0 unterstehenden Yorstellungen wie 3 = 3 oder 5 -5, || u.s.ow.
lassen sich als einander gleichgeltend betrachten, ader es | bestehet die Gleichung
3-3 « 5-5. (5 [T+, AG]) |

§. Erkl.n Nicht nur die Vorstellun{gen), sondern auch ihre Zeichen | und dus-
driicke nenne ich ein- zwey- drey- oder mehrfirmig, | je nachdem es die Vorstel-

Iungen, die sie bezeichnen, sind. |

§. Erkl.® Wenn eine Zahlenvorstellung oder auch ein auf eine | solche sich
beziehendes Zeichen M mehrformig ist, und unter Andern | 2.B. auch die unter
den Vorstellungen a, b, ¢, d, . .. begriffenen Zahlen | vorstellt: so pflegt man die
Zahlen a, b, ¢, d, .. auch Werthe, die M | annehmen kann, zu nennen; und
indem man M geradezu eine | Zahl nennt, zu sagen, daff diese Zahl verschiedene
Herthe annefmen | kinne, somit unbestimmt sey, bald in den Werth a, bald in den
Werth | b u.s.w. iibergehen kiinne, und eben deBhalb auch woll, dafl M | ver-
dnderlich sey. In einer weiteren Bedeutung erlaube | ich mir (nach dem Vor-
gange Anderer) diese Redens-||arten selbst in dem Falle zu gebrauchen, wenn die ||
Vorstellungen a, b, e, d, . . . alle oder einige gegenstandlos | sind, d.h. ich nenne a
einen Werth, den M annehmen kann, | auch wenn a keine wirkliche Zahl, son-
dern die blofie ge-|g 1l Forstellung {vony einer Zahl ist, die {aber)
gleichwohl {in dem §. [4]. IL. Kinl. angegebenen | Sinne als) || eine der Vorstel-
lung M unterstehende angesehen werden | kann. Begreiflicher Weise kinnen die

Vorstellungen a, b, ¢, . .. | auch noch selbst mehrformig seyn; dann nennt man
sie unbe(stimmte Werthe;y | wenn sie dagegen einfirmig oder Einzelvorstel-|
lungen sind, bestirnrte, einzelne Werthe, So hat z.B. die Vor-||stellung: eine
gerade Zahl, {unendlich} viele bestimmie oder ein-|zelne Werthe, niimlich 2, 4, 6
usw. Zum Unterschiede | von Werth 1l die geg llos sind, |
nenne ich die gegenstindlichen auch (wirkliche \'\’r_-rl.'lu.-, die ge-y|genstandlosen
{aber ) (blol eingebildete) Werthe. ||

§. Willk, (839 Es ist gebriuchlich, verschivdene | Werthe einer und {eben} der-
selben Zahl llung durch | Zeichen vorzustellen, die eine gewisse Ahnlich-

keit unter || einander {und mit dem | Zeichen der ersteren | haben, 5o pflegt
man | z.B. verschied der || Zahl lung X | hende Werthe |

durch x, x',

"

A s Ky Ky eee| & &L L owsow vorstellig | zu machen.) |

" Dieser Paragraph ist von Bolzano durchgestrichen.
@ Dieser Paragraph ist von Bolzano durchgestrichen,
» Dieser Paragraph ist von Bolzano durchgestrichen,
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| § [14] Lehrs. Concrete sowohl als abstracte Zahlen | kinnen bald etwas Wirk-
liches, bald auch etwas {nicht) | Wirkliches vorstellen. |

Bewels. Wenn die Gegenstinde, von deren Art die Einheit A | angenommen wird,
etwas Wirkliches sind; so stellt die | concrete Eins einen Gegenstand von dieser
Art, | {somity etwas Wirkliches vor; und wenn {es) diese(r) wirkliche{n} | Ge-
genstande mehrere z.B. 2, 3, 4, ., gibt, so stellen | auch die concreten Zahlen:
zwey A, drey A, vier A | unwidersprechlich etwas Wirkliches vor. Doch nicht
nur | sie, sondern auch die abstracten. Denn die abstrac-|ten Zahlen stellen Be-
schaffenheiten vor, die den con-jereten Zahlen, auf welche sie sich beziehen,
zugehtiren. | Wenn aber diese etwas Wirkliches sind; so miissen es | auch ihre
Beschaffenheiten seyn. Denn die Be-|schaffenheit, welche ein Wirkliches hat, ist
doch selbst | etwas Wirkliches. Das Gegentheil von diesern Allen | gibt, wenn jene
Gegenstiinde, von deren Art die Ein-[heit angenommen wird, nicht zu den wirk-
lichen Dingen | gehéren z.B. bloBe Begriffe ader Sitze an sich sind. | {(Denn d)a
ein Satz an sich nichts Existirendes ist, so ist auch ein | Inbegriff solche(r) Siitze
nichts Existirendes. |

§. [15] Anm. Ich halte es also nicht fiir richtig, | wenn Manche behaupten, dafl
{Zahlen nichtsy Wirkliches, | {ja) (wie sich Einige ausdriicken) tberhaupt gar
nichts | wiren)y. Wie kinnten sie, wenn sie nichts wiiren, doch | so merkwiirdige
Beschaffenheiten haben? Non | entis nullae sunt affectiones, (ist doch ein
richtiger | Kanon.) Unser Planetens{y)stem, | {wie Niemand zweifeln wird, ist)
etwas Wirkliches zu nennen; zu den | Beschaffenheiten dieses Systems (aber)
gehdrt, dal es | ein Inbegriff von Eilfen ist. Kann man es also liugnen, | daB die
Zahl Eilf (die Anzahl der eilf Planeten) in un-|ser{m} Planetensystem etwas
Wirkliches sey? |

§. [16] Uiberg. Da aber die reine Zahlenlehre ihrem | Begriffe nach die Zahlen
nur an sich selbst d.h. ganz ab-|gesehen von jenen Gegenstinden, an {denen} sie
sich | etwa befinden mégen, betrachte(t); so werden es | vorn{ehhmlich nur die
{uyngenannten Zahlen (§. [107) seyn, | auf die wir unser Augenmerk kiinftig zu

richten haben. | Von genannten Zahlen dagegen werden in unserer Wissen-|
schaft (hischstens) nur solche vork deren Einheiten | wieder selhst Zahlen
oder Zahlenverstellungen sind. Auch | mag hier ein fiir alle Mahl angemerkt
werden, daB | wir bey der Vergleichung verschiedener concreter | Zahlen mit
einander, wenn wir das Gegentheil nicht aus-|driicklich (an)merken, immer
voraussetzen {werden, dal} | sie zu einer und eben derselben Einheit gehiren, |

§. [17] Lehrs, Ungenannte Zahlen sind nie etwas Wirkliches. |

Beweis. Ungenannte Zahlen sind blofle Forstellungen | von Zahlen, nihmlich
ist, | von welcher Art die Gegenstinde sind, die

solche, in denen nicht angeg,
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{wir} bey ihnen als | Einheiten annehmen soll{en.) Nicht dieses letztern Um-
standes | wegen, wohl aber schon deBhalb, weil Vorstellungen an | sich nie etwas
Existirendes sind, kiinnen ung | Zahlen ni hls als etwas Wirkliches
betrachtet werden. |

§. [18] Lehrs. Weder die Vorstellung von einer Zahl | iiberhaupt enthilt die
Vorstellung von einer Zeit an sich; || noch ist es auch, um eine Vorstellung zu
bilden, die irgend | eine (einzelne) Zahl hlieBlich Alt, nisthig, die | Vor-
stellung der Zeit mit einzumischen, wenn anders | die Art der Gegenstinde,
welche als Hinheiten betrach-ftet werden sollen, in dieser Vorstellung unbe-
stimmt | bleiben darf. |

Bewers. Wenn die Art der Gegenstiinde, welche als | Einheiten betrachtet werden,
ausgedriickt werden | soll; dann kann es freylich nach Umstinden nothwen-|dig
werden, auch die Vorstellung der Zeit mit auf-[zunehmen, um eine gewisse be-
nannte Zahl zu er-|halten. So schliefit z.B. die | {Zahlen) llung: |

»10 Stunden« allerdings die Vorstellung von einer | Zeit in sich. Die Vorstellung
von der Zahl tberhaupt | aber diirfte wohl keine andere(n} Theile enthalten,
als | die § (1. in der Erklirung dieses Begriffes angege- [ben wurden. {Unter)
diesen {nun) kommt die Vorstellung von | einer Zeit weder ausdriicklich, noch
versteckter Weise | vor; ob ich gleich zugestehe, dali die Worte, deren ich mich ||
zur Darstellung diese{s) Begriffe(s) bediente, gar man-|che von der Zeit ent-
lehnte Nebenvorstellungen mit | sich fithren. Ich erklirte (nihmlich}) die Zahlen
als die | Glieder einer Reihe, welche entsteht, wenn man zu | einem Gliede der-
selben die Einheit anni dann | jedes folgende aus dem vorhergehenden ab-
leitet, | indem man noch eine neue Einheit hinzufiigt. Ich sag(te) | (endlich},
dall man diese Glieder {nur} erst insofern Zahlen nenne, | als man sich vorstellt,
dabl sie unter Begriffen aufge-|fallt werden, welche die Art ihrer Bildung be-
stimmen. | Der Begriff einer Reihe nun, {ingleichen) die Begriffe eines | vorher-
gehenden und eines nachfolgenden Gliedes, {von denen | es noch am Scheinbar-
sten ist, | daB der Begriff der Zeit | in ihnen vorkommen, | werden (Einl. II1.
§. [144])3 | auf eine Weise erklirt, dabey {gar} keine Zeitvor-|stellung in ihre
Bestandtheile aufgenommen wurde. | Denn von der Reihe wurde gesagt, dall sie
ein Inbegriff | von Gegenstinden sey, darin es zu einem jeden dersel-Jben z.B.
M cinen und nur einen {einzigen) in diesem Inbegrifie | befindlichen anderen
Gegenstand N von solcher Beschaf-[fenheit gibt, daB wenigstens Eindes) von
Beyde{m) entweder | N aus M, oder M aus N durch eine gewisse fiir den | ganzen
Inbegriff gleichgeltende Weise bestimmt wird. | Den Einen dieser Gegenstinde,
welchen man will, erlaub-|te ich den vorhergehenden zu nennen, und forderte
nur, | dal man sedann den andern den nachfolgenden nenne. {In diesen Erkli-
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run-|gen also kimmt kein | Begriff einer Zeit vor.) | Noch weniger wird man von
irgend einem der iibrigen | Begrifle, aus {denen die obige) Erklirung der Zahl |
zusammengesetzt ist, (auch nur vermuthen), dafl sie die Vorstellung {einer} |
Zeit enthalten. (Wenn} aber der Begrifl einer Zah! | iiberhaupt keine Zeitvor-
stellungen enthilt; so libt | sich auch jede einzelne Zahl, wenn die Art der
Gegenstinde, | auf welche sie sich (bezichen solly, unbestimmt bleiben darf,
durch | eine Vorstellung fassen, welche nichts weniger als den | Gedanken einer
Zeit in sich schlieBt, Von der Einheit | ist dieses offenbar; von jeder andern Zahl
aber erhalten | wir eine ausschlieBlich nur auf sie passende Vor-|stellung, (so
bald} wir die Vorstellung der ihr niichstvor-fhergehenden, {den Begriffy der
Einheit und den Begriffl einer || Summe {verkniipfen; ddenn jede folgende Zahl
ist eine | Summe aus der nichstvorhergehenden und aus der Ein-|heit. Hieraus
erhellet nun zur Geniige, dall es mig-|lich sey, auch diese Vorstellungen alle)
ohne Einmi-|schung gewisser Zeit(begriffe) zu bilden. |

8§ [19] Anm, Was ich in diesem Lehrsatze behaupte, | diirfte sich mit den Vor-
stellungen, welehe die meisten | neueren Weltweisen in Deutschland von der
Natur | der Zahlen haben, (schwerlich) vereinigen, Denn wie es | schon 2. B, in
Schultzens!® (Priifung) d. Kant. Kr. Th. 2. 5.2434 | (hiell,) »daB jede Zahl die
Anschauung der Zeit wesentlich | in sich schliele, und ohne diese ein Unding
sey« [a]; so denken | noch immer {die Meisten). So lie(sty man z.B. {noch} in
Prof. Krugs4 | Wiorterbuche (Art. Zahl): »Zah! ist das allgemeine Bild | der
Grifle in der Zeite u.s.w, — Der Grund, den man || insgemein anfiihrt, bestehet
darin: das alles Zahlen | doch nur successive, also in der Zeit vor sich gehe, Wenn |
aber dieser Grund etwas beweisen (sollte); wenn delhalb, | (weil wir) zum Zih-
len Zeit brauchen, die Zahlen selbst die Vorstel-[lung der Zeit in sich schlieflen
miifiteny ) so wiirde (ja} fol-||gen, dall auch ein jeder einfache Schlull, ein jedes
Ur-|theil, ja eine jede einzelne Vorstellung, auch die von der | Zeit selbst eine
gewisse (andere) Vorstellung von der Zeit in | sich schliele. Denn wie das Zihlen,
so wird ja auch das SchlieBen, | das Urtheilen und selbst das Vorstellen nur in der
Zeit | vollbracht. — Aber man wird ohne Zweifel in meiner eige-|nen Erklirung
{von dem Begriffe | der Zahl (& 1),} in dem Umstande nahmlich, dall ich hier
des | Begriffes ciner Heife erwiihne, einen Beweis finden | wollen, dafl der Be-
griff der Zahl jenen der Zeit {einschliefie)|; weil man sich insgemein vorstellt,
dafl der Be-|griff einer Reihe den einer Zeitfolge enthalte. Fs sey | mir also

o Hier miillte ex » 245« heillen,
13 Schultz(1).
14 Krug(l), Bd. 4, 5,575,
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erlaubt, nebst demjenigen, was ich zur Widerlegung | dieses Vorurtheils bereits
£(8§. [147, Abschn. IIT] d. Einl.)} gesagt habe, noch die Bemerkung | zu machen,
daB es doch (ganz) gewil auch unter den Sarzen und Wahr-lheiten an sich
Reihen gebe, wie nalunentlich in den Pri-|missen eines Kettenschlusses: A ist B,
Bist C,Cist D, D ist E | u.sow. LiBt sich nun wohl behaupten, dal diese Sitze
in der | Zeit sind? oder daB sie nur dann erst eine Reihe bilden, | wenn eine
gewisse Zeitvorstellung (ich weill nicht wie?) mit | ihnen verbunden wird? oder
wenn sie in unserem Ge-|miithe in einer gewissen Zeitfolge vorgestellt; oder
wenn || ithre schriftlichen Zeichen im Raume in einer gewissen Folge | neben
etnander hingesetzt werden? Das ist doch Alles falsch. | Die in einem Ketten-

hl vork nden Priimi die | Satze an sich, gleichviel ob sie von
Jemand gedacht oder nicht ge-|dacht werden, bilden schon eine Reihe; und
wenn wir sie aueh in | einer ganz andern Folge uns denken, oder wenn ihre
schrift-[lichen Zeichen in einer ganz anderen Folge neben einander | gesetzt
werden, etwa wie: A ist B, C ist D, B ist C u.s,w.: doch | bilden die Sitze selbst
nichtsdestoweniger eine Reihe, | und jeder derselben hat sein nichstfolgendes
Glied, wenn | gleich das Zeichen von diesem Gliede nicht eben zunichst neben |
dem Zeichen von jenem angetroffen wird. Mub man auf | diese Art gestehen,
dal} es keineswegs nothwendig sey, den | Begriff einer Reihe auf den der Zeit zu
{stiitzen}y; so ver-|schwindet jeder scheinbare Grund fiir die Behauptung, dafl |
der Begriff der Zahl jenen der Zeit enthalte, Auch hat es in der | That, seit diese
Kantschel® Ansicht von der Natur der Zahlen in | Deutschland aufgekommen
ist, nie an Gelehrten gefehlt, die ihr | widersprachen. Hicher gehirte z. B, fber-
hard und so mancher | andere Mitarbeiter an {dessen philosophischem Maga-
zin1® und | Archivl? (an mehreren Orten), auch Rehbergl® (in seinen simmt-|
lichen Schriften B. 1. 8.55), u.{v.} A. ||
§. [20] Lehrs. Alle Zahlenvorstellungen, die in der reinen Zahlen-|lehre mit
Nutzen aufgestellt werden, sind reine | Begriffe, |
Bews. In der reinen Zahlenlehre {wird) nur von denjenigen Beschaffen- |heiten

15 Kant(1), § 10: sArithmetik bringt selbst ihre Zahlbegriffe durch successive Hinzuset-
sung der Einheiten in der Zeit zu Stande.« Vgl auch Kant(2), 5.752 und ferner S.182:
#Also ist die Zahl nichts lmlera als die Einheit der Synthesis des Mannigfaltigen einer
gleichartigen Ansch ibert dadurch, daf ich die Zeit selbst in der Apprehen-
sion dor Anschavung ar:uuscu

18 Eberhard(1). Vgl. Maass(1), bes. 5.140, Eberhard(2), bes. 5.69, Eberhard(3), hes.
5.1781, Eberhard (4), bes, 5,178,

17 Archiv{l), Vgl Schwab(1), S.64, 66.

15 Rehberg(1).

29



	Titelseite
	Copyright
	Inhaltsverzeichnis
	Einleitung
	Erste Seite

