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EINLEITUNG DES HERAUSGEBERS

Bolzanos Manuskript zur »Reinen Zahlenlehre« liegt in drei Fassungen

in der Österreichischen Nationalbibliothek [ÖNB] unter den Signaturen

S.n. 3467-3469 vor. Bei der Transkription habe ich die letzte Fassung

S.n. 3469, B1.1-145 verwendet. In Zweifelsfällen habe ich die von Bolzano

geschriebene Vorlage S.n. 3468, B1.1-124 herangezogen. Diejenigen Indi-

ces, die im Manuskript manchmal hochgestellt und manchmal direkt über

die Variablen gesetzt sind, erscheinen im Druck vereinheitlicht hochge-

stellt.

Über die Maße und verschiedenen Zählungen der Blätter gibt der Hand-

schriftenkatalog im Einleitungsband der Gesamtausgabe Aufschluß.' Die

in der Ausgabe benützte Blattzählung gibt die (nicht von Bolzano stam-

mende) Foliierung mit Rotstift wieder. Die B1.1-5, 7-21, 26-29, 31-41,

43-45, 47-52, 54-82, 84-95, 98-105, 107-142 sind von einem Kopisten

geschrieben und mit gewissen Änderungen und Zusätzen Bolzanos ver-

sehen.

Die drei Fassungen der »Reinen Zahlenlehre« wurden in der ersten

Hälfte der 30er Jahre des 19. Jahrhunderts geschrieben. 2 Bolzanos Begriff

Zahlenlehre umfaßt sowohl die Zahlentheorie als auch die Analysis. 3 Die

Abschnitte des vorliegenden Bandes erstrecken sich von der Analyse der

natürlichen Zahlen, welche die spätere Entwicklung vorwegnimmt, bis zum

Versuch, im Abschnitt über »Unendliche Größenbegriffe« eine Theorie der

reellen Zahlen aufzubauen.

Eine Transkription der leicht lesbaren Teile des Abschnitts über »Un-

endliche Größenbegriffe« findet sich in Rychlik(14). Die von Rychlik aus-

Bolzano 2 /1). Vgl die Bibliographie weiter unten.
2 Bolzano (74), S.121, 152; Bolzano (79), S.104; ÖNB S.n. 3460.e, B1.1r, Z.10, 15.
3 Bolzano(74), S.152; Bolzano(19), Bd.4, S.65, 72.
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gelassenen Textteile, die ihm »ohne direkten Zusammenhang mit dem

Text zu sein« schienen (S.14), enthalten in der Tat Zusätze und Verbesse-

rungen, die für Bolzanos Theorie von grundlegender Bedeutung sind. Ferner

hat Rychlfk in seine Ausgabe von Bolzano durchgestrichenes Material, das

erwiesenermaßen falsche Sätze enthält, mit aufgenommen.

Am Ende des 19. Jahrhunderts erschien Freges Definition der natür-

lichen Zahlen als Mengen von Begriffen mit isomorphen Extensionen, 4 und

einige Jahre später definierte Russell unabhängig von Frege die natürlichen

Zahlen als Mengen von isomorphen Mengen. 5 Aber schon ein halbes Jahr-

hundert vor. Frege führte Bolzano im ersten Abschnitt der »Reinen Zahlen-

lehre« seine abstrakten unbenannten Zahlen als Beschaffenheiten von iso-

morphen Mengen ein. Bolzano hat diese Definition jedoch seinem Aufbau

der Arithmetik nicht zugrunde gelegt.

In der zweiten Hälfte des 19. Jahrhunderts wurden Theorien der reellen

Zahlen von Dedekind, 6 Weierstraß, 7 Méray8 und Cantor 9 aufgestellt. Bol-

zanos Versuch im letzten Abschnitt der »Reinen Zahlenlehre«, das System

der reellen Zahlen auf eine rein arithmetische Grundlage zurückzuführen,

zeigt, daß er als Vorläufer dieser Mathematiker betrachtet werden kann.

Bei Berechnungen mit unendlichen Größenbegriffen macht Bolzano von

rationalen Operationen Gebrauch. Dies ist korrekt, soweit vorausgesetzt

wird, daß unendliche Größenbegriffe mit Folgen von rationalen Zahlen

identifiziert werden können. 10 Bei dieser präzisen Interpretation der Grund-

begriffe Bolzanos werden jedoch einige wesentliche Lehrsätze seiner Theorie

falsch. Versucht man hingegen, die wesentlichen Lehrsätze der Bolzano-

sehen Theorie zu retten, indem man einfach seine Begriffe durch solche, die

modernen Theorien entstammen, ersetzt, wie etwa in den Anmerkungen

von Rychlfk(14), dann bleiben Bolzanos Grundbegriffe ungeklärt.

Um auf der Grundlage der Bolzanoschen Konzeption eine widerspruchs-

freie Theorie der reellen Zahlen mit einer klaren Interpretation der Grund-

4 Frege(1), § 68.

5 Russell(1), § 111.

5 Dedekind (1).

Dantscher (1).
s M6ray(l), Kap. 1.

9 Cantor(2), (3).

15 Vgl. Rootselaar(1). Van Rootselaars kritischer Kommentar zu den in Rychlik(14)

veröffentlichten Teilen des 7. Abschnitts der »Reinen Zahlenlehre« liegt dem Sach-

apparat der entsprechenden Teile dieser Ausgabe zugrunde. Für weitere Diskussion

siehe Laugwitz(1).
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begriffe aufbauen zu können, sind gewisse Abänderungen einiger wichtiger

Definitionen unvermeidlich. In zwei Fällen hat Bolzano dies selbst durch-

geführt. In seinen nachträglichen Zusätzen zur dritten Fassung des Manu-

skripts hat er neue Definitionen der grundlegenden Begriffe der Meßbarkeit

und der Gleichheit von unendlichen Größenbegriffen vorgeschlagen, wo-

durch viele Lehrsätze, die bei den ursprünglichen Definitionen falsch

waren, richtig werden.
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INHALTSÜBERSICHT

ZUR HERAUSGEGEBENEN SCHRIFT BOLZANOS

Nur diejenigen einzelnen Paragraphen sind verzeichnet, die Definitionen enthalten,

wobei die definierten oder erläuterten Begriffe in eckigen Klammern angegeben sind.

Darüberhinaus sind alle als »Anmerkung« bezeichneten Paragraphen verzeichnet, die

Schriften oder Ansichten anderer Verfasser erörtern, wobei die Namen der betreffenden

Verfasser kursiv und ebenfalls in eckigen Klammern erscheinen.

REINE ZAHLENLEHRE

Erster Abschnitt. Von dem Begriffe, den allgemeinsten Beschaffen-

heiten und der Bezeichnungsart der Zahlen

§ 1. Erklärung [Abstracte und concrete Zahlen]  	 1 r

§ 2. Anmerkung [Stahl, Kraushaar, Euklides]  	 lv

§ 3. Anmerkung [Schröder, Stein, Stevin, Newton]  	 6r

§ 4. Anmerkung [Anzahl]  	 5r

§ 9. Erklärung [Zahlenvorstellung]  	 7v

§ 10. Erklärung [Benannte Zahl]  	 8v

§ 13. Erklärung [Ein- und mehrförmige Zahlenvorstellungen]  	 9v

Erklärung [Veränderliche Zahlenvorstellung]  	 10v
§ 19. Anmerkung [Schultz, Krug, Kant, Eberhard, Rehberg]  	 13v
§ 22. Anmerkung [Kant, Fries]  	 15v
§ 31. Erklärung [Gleiche und verschiedene Zahlen]  	 18r
§ 40. Erklärung [Zählbare und unzählbare Vielheiten]  	 20r

Zweiter Abschnitt. Summen und Differenzen der Zahlen

§ 5. Erklärung [Summenzahl, Summe, Summiren, Addiren]  	 29r
§ 10. Erklärung [Unendlich große Zahl]  	 31r
§ 13. Erklärung [Positive und negative unendlich große Zahlen]  	 31v
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§ 15. Erklärung [Factor]  	 43r
§ 17. Erklärung [Coefficient]  	 43v

§ 24. Erklärung [Quotient, Divisor, Dividiren]  	 49r

Vierter Abschnitt. Rationale Zahlen

§ 2. Erklärung [Elementarausdruck]  	 54v

§ 3. Erklärung [Auf eine verständliche Weise zusammengesetzter

Zahlenbegriff]  	 55r
§ B. Erklärung [Rationalzahl, Rationaler Zahlenausdruck oder Begriff] 	 59r

§ 12. Erklärung [Absolute Rationalzahl]  	 59v

§ 13. Erklärung [Rein positiver Ausdruck] 	 59v

§ 14. Erklärung [ßationahlzahl mit einem einzigen Werth] 	 59v

Fünfter Abschnitt. Verhältnisse der Höhe zwischen den rationalen

Zahlen

§ 4. Erklärung [A ist größer als B, A ist kleiner als B]  	 65r

§ 5. Anmerkung [Ohm] 	  65 v

§ 18. Erklärung [B liegt zwischen A und C, Grenzen]  	 68r

Sechster Abschnitt. Rationale Zahlen, die ins Unendliche zu- oder

abnehmen können

§ 1. Erklärung [Zahlen, die ins Unendliche zunehmen bzw. abneh-

men können] 	  72r

§ 2. Anmerkung [Unendlich große und unendlich kleine Zahlen]  	 72 v

Siebenter Abschnitt. Unendliche Größenbegriffe

§ 2. Erklärung [Unendliche Größenbegriffe und Größenausdrücke] 78r

§ 6. Erklärung [Meßbarer Ausdruck]  	 81 r
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lich (einschließlich) bis zu R ausschließlich (einschließlich) zu] 	  116v

§ 102. Erklärung [Meßbare Zahlen die einander so nahe rücken können

als man nur will] 	  122r
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llReine Zahlenlehre. I Erster Abschnitt. Von dem Begriffe<,> I <den> allge- 1 r

meinsten Beschaffenheiten 1 <und der Bezeichnungsart der Zahlen.> 11 a

[. 1.] Erkl. Bilden wir uns eine Reihe, deren erstes Glied I [ein]eb Einheit belie-

biger Art A, jedes andere Glied 1 [a]ber eine Summe ist, welche zum Vorschein

kommt, indem I [wi]r einen Gegenstand, der dem nächstvorhergehenden

so [G]liede gleich ist, mit eine<r> neue<n> Einheit von II der Art A verbinden: so

heißt mir I ein jedes Glied dieser Reihe insofern eine Zahl, als [ic]h mir dieses

Glied durch eine Vorstellung aufgefaßt I denke, welche uns seine Entstehungs-

15 art angibt. Zur I Unterscheidung von anderen Reihen, welche zum Vor-Ilschein

kommen, wenn statt der Dinge von der Art 1 A Dinge von einer anderen Art zur

Einheit <angenommen> I werden, nenne ich die Glieder der vorhin be- Itrach-

teten Reihe Zahlen von der Art A oder Zahlen, denen die Einheit A zu Grunde

20 liegt. Die Be-Ilschaffenheit, <vermöge deren I ein jedes dieser Glie-Ider zu einer

Zahl I wird (die es somit> behält, wie auch I die Gegenstände selbst, die man zu

Einheiten annimmt, I gewechselt werden mögen) nenne ich eine Zahl in I der

abstracten Bedeutung des Wortes, oder eine I abstrakte Zahl; und im Gegensatze

25 mit solchen abstrac-Ilten Zahlen (d.h. den bloßen Beschaffenheiten) nenne ich

die Glieder selbst concrete Zahlen oder Zahlen II in der concreten Bedeutung des 1 v

Wortes'. Diese concret[e]n I Zahlen werden im Deutschen, besonders mit Aus-

nahme I der ersten oder der Einheit, auch Anzahlen genannt. Endlich I die ganze

5 Reihe selbst nenne ich die Zahlenreihe, oder zum Unterschiede von andern

Reihen, deren Glieder I <ebenfalls> Zahlen sind, die natürliche Reihe der Zahlen,

oder 1 mit Einigen auch die Reihe der natürlichen Zahlen. 1

a Bolzanos Zusätze in spitzen Klammern.

b Das erste Blatt ist am linken Rand beschädigt.

1 Die abstrakte Zahl bezüglich A, die einer konkreten Zahl N bezüglich A entspricht, ist

somit eine Beschaffenheit, deren Extension die Menge aller mit N isomorphen konkreten

Zahlen bezüglich A ist.
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§. [2] Anm. <1.> Die Sprachlehrer machen bekanntlich einen 1 Unterschied

zwischen den beiden Fällen, ob wir ein Wort in 11 einer erweiterten, oder ob wir so

dasselbe in einer 1 <blos> entlehnten oder uneigentlichen Bedeutung gebrauchen. 1

Wenn der Naturforscher den Strauß noch zu den Vögeln zählet: so sagen sie,

er thue dieß, indem er die 1 Bedeutung, die das Wort Vogel im gemeinen Leben	 15

hat (wo man nur solche befiederte Geschöpfe, welche 1 sich fliegend hoch in die

Luft erheben können, Vögel zu nennen pflegt) für seine Zwecke erweitert

habe. 1 Wenn wir dagegen von bleiernen Vögeln sprechen, 1 oder von einem Men-

schen äußern, »er sey ein locke-lirer Vogel« u. dgl: so sagen die Sprachlehrer 20

nicht, daß 1 wir das Wort Vogel hier in erweiterter, sondern sie sagen, daß wir

dasselbe in einer entlehnten 1 oder uneigentlichen Bedeutung <gebrauchen>. Es

frägt sich 1 nun, ob die Mathematiker, wenn sie dasjenige, was j die Zeichen á , 25

^

^^ i
, V — ' , oo , , 0 bezeichnen, Zahlen 1 zu nennen pflegen, in erweiterter oder

2r in 11 uneigentlicher Bedeutung sprechen? Werden die Brüche, 1 die Irrational-

zahlen, die imaginären, die unendlich 1 großen und unendlich kleinen <Zahlen,>

die Null Zahlen im eigent-blichen Sinne oder nur in entlehnter Bedeutung ge-

nannt? 11 Die Frage ist dort, wo der Begriff einer Zahl erklärt, 1 d. h. in seine 5

Bestandtheile aufgelöst werden soll, von 1 Wichtigkeit. Denn gehören die Brüche,

die Irrational- zahlen u. s. w. unter die Zahlen in dieses Wortes, wenn 1 auch

erweiterter, doch eigentlicher Bedeutung: so ist of-Igenbar, daß die Erklärung so

von dem Begriffe 1 der Zahl so weit seyn muß, daß sie die 1 vorhin genannten

Gegenstände alle umfaßt; gerade 1 so, wie die Erklärung, die der Naturforscher

von 1 dem Worte Vogel gibt, so weit seyn muß, daß sie sich j auch auf den Strauß 15

anwenden läßt, weil er auch diesen einen Vogel im eigentlichen Sinne 1 nennet.

Ist aber die Bedeutung, in der die 1 Mathematiker das Wort Zahl nehmen, wenn

sie <von> gebrochene<n> 1 irrationale<n,> imaginäre<n,> unendlich große<n> und

unendlich 11 kleine<n> Zahlen <reden>, nur eine uneigentliche : 1 dann ist es keines- 20

wegs nöthig, daß unsere 1 Erklärung <von dem Begriffe 1 der Zahl> sich auch auf

diese Dinge erstrecke; 1 eben so wenig, wie vom Naturforscher verlangt 1 werden

<darf>, eine Erklärung von dem Worte Vogel II zu geben, die auch auf sogenannte 25

2v bleierne Vögel passe. Ich bin nun der Meinung, daß hier das Letztere 11 Statt

finde ; nur in entlehnter Bedeutung, nur uneigent- jlicher Weise nennen die Ma-

thematiker I F-7'  , ^ , 0, u. s.w. Zahlen. Ich schließe dieß einmahl 1

schon aus den Erklärungen selbst, die sie von jenem II Worte geben; denn diese 5

sind <snit einigen Aus-nahmen, auf w[e]lche wir 1 später zu reden kommen,>

durchaus nicht so beschaf-Ken, wie sie es seyn müßten, <wäre> es der Wille 1

<ihrer Erfinder gewesen>, daß auch die sogenannten gebrolchenen, irrationalen,

imaginären Zahlen, ja die Null 1 selbst, als eigentliche Zahlen angesehen werden
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10 <sollen>. 11 Zu diesem Zwecke <nämlich> sind <diese Erklärungen so> offenbar zu

enge, daß es 1 sich gar nicht begreifen ließe, wie dieses nicht schon 1 längst von

Allen sollte bemerkt worden seyn. 1 <Und lesen wir denn nicht> bey Vielen,

<sogar> ausdrücklich, daß nur die soge- mannten ganzen Zahlen (nehmlich nur

15 1, 2, 3, 4, u.s.w.) 11 wirkliche Zahlen wären? Da der Ausdruck: wirkliche Zahlen

hier <sicher> nichts <Anderes> als Zahlen, 1 die es im eigentlichen Sinne sind,

andeutet); so ist 1 es <ja> geständlich, daß das Wort Zahl in de<n> Benennun-

2o <gen> 1 <ge>brochene Zahl, Irrationalzahl u.s.w. nicht in erweite-Ilter, sondern

in uneigentlicher Bedeutung genommen werde. Auch wäre es in der That keine

so leichte 1 Sache, <den Vortrag der Zali- Ilenlehre mit> eine<m> Begriffe zu

<eröffnen>, der gerade die 1 nöthige Ausdehnung hätte, um Alles, und doch 1 auch

25 wieder nichts <Mehres> zu umfassen, als was die 11 Ausdrücke : eine ganze, eine

gebrochene, eine 11 irrationale, eine imaginäre, eine unendlich große 1 und un- 3 r

endlich kleine Zahl und die Null selbst bedeuten. 1 Und wozu sollte uns dieser

Begriff? Wir können I seiner <füg>lich entbehren, wenn wir uns an die Be-Iideu-

tung, die das Wort Zahl schon im gemeinen Leben 1 hat, halten; dann <aber> be-

merken, daß die Vor- Istellung<en,> die durch <die> Zeichen 2 , / , 	 oo 	 ,

<0,> u.s.w. 1 ausgedrückt werden, bloße Vorstellungen von Zah- !len sind, denen

10 kein Gegenstand ent-IIspricht, <indem sie eine> Zahl mit Bestimmungen den-

ken, 1 die sich in ihr nicht vereinigen lassen>. 1 Aus diesem Umstande erklärt

sich zugleich, woher 1 der Gebrauch dieser entlehnten Bedeutun<gen> gekom- 1

men <sey>. Nehmlich man nennt ; , /, /— 1, u. s. w. Zahlen, I weil diese

16 Zeichen in der That Vorstellungen, obgleich II nur gegenstandlose Vorstellungen

von Zahlen <andeuten. Ich glaube also,> 1

18 II daß es am Zweckmäßigsten sey, unter dem Worte Zahl nur eben das zu ver-

stehen, was der gemeine 1 Sprachgebrauch so nennt, und <was> die Mathemati-

ker zur deutlichern Unterscheidung auch eine ganze <oder wirkliche Zahl zu> 1

nennen <pflegen. Es frägt> sich <aber> nu<r> noch, 1 ob ich in <der versuchten>

25 Erklärung diesen Begriff <auch> 1 getroffen habe? <Hoffentlich wird man mir> II

zugestehen, daß <meine> Erklärung wenig- Ostens nicht zu weit sey, d. h. daß der

Begriff, den 11 sie beschreibt, auf keinen andern Gegenstand als 1 nur auf Zahlen 3v

in der gewöhnlichen Bedeutung passe. 1 Uiberall wo sich entweder nur eine

5 einzige Ein-Iheit oder ein Inbegriff mehrerer Einheiten, doch in 11 endlicher

Menge befindet, dort ist, soferne wir 1 uns im ersten Falle die einzelne Einheit

eben nur 1 als eine solche, im zweyten Falle aber den Inbegriff I der mehreren

Einheiten auf eine Weise denken, die 1 angibt, wie dieser Inbegriff entstehe,

10 indem man aus-11gehend von <Einem> immer Eins hinzusetzt, der Begriff einer

Zahl unläugbar vorhanden. Aber auch nicht zu enge 1 <däucht mir> jene Erklä-
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rung <zu seyn>, da sie nicht nur 1 alle Zahlen, die wirkliche Mengen von Einhei-

ten sind, 1 (z.B. 2, 3,), sondern auch die Einheit selbst umfasset. 11 Sollte sie also 15

dennoch unrichtig seyn; so müßte ihr 1 Fehler nur darin bestehen, daß sie statt

des zu er-(klärenden Begriffes einen ihm bloß gleichgeltenden 1 beschreibt; ein

Fehler, der (wie <ich schon S. bemerkte>) erst 1 nicht <eben> von großer Wich-

tigkeit wäre. Wenn man in-)zwischen beachten will, wie wir zu Werke gehen, 1 20

wenn wir z.B. einem Kinde den Begriff <einer> Zahl 1 erst <eben> beibringen

wollen: so wird man 1 sehr in der Meinung, daß die obige Erklärung die- sen

Begriff <selbst> angehe, bestärket werden. 11 Denn wie verfahren wir da? Ge- 25

4r wöhnlich nicht) anders, als daß wir dem Kinde einen beliebigen Gegen-Jstand,

z. B. eine Bohne vorlegen; und nachdem wir 1 <b>emerkt haben, dieß sey nur

Eine Bohne, eine zwey-Ite hinzuthun, und sagen, daß nun zwey Bohnen bey-Il

sarnmen wären; dann wieder Eine hinzuthun, und spre-Ichen, daß nun drey

Bohnen da wären u.s.w. bis wir 1 zuletzt erklären, daß das Geschäft, das wir so

eben 1 verrichtet <hätten>, ein Zählen genannt werde, und daß die 1 Begriffe:

Eins, Zwey, Drey u.s.w., die wir entwickelt 11 hätten, Begriffe von Zahlen so

wären. - Sehr über-feinstimmend mit meiner Erklärung ist <jene>, die ich in 1

Stahlst Arithm. (S. 1) angetroffen habe: »Wenn man[«], 1 heißt es daselbst, »an

mehreren Dingen nur das, was 1 sie gemeinschaftlich haben, betrachtet; so hat

man eine 11 Reihe von x, x, x, x.. e Begrenzt man nun diese Reihe, 1 und faßt 15

die x dieser begrenzten Reihe successiv I im Verstande zusammen, daß man eine

Anschauung 1 aller in einer erhält: so zählt man, und das Resultat dieses Zäh-

lens heißt Zahl. »[w] - Die Erklärung, die 11 man am Häufigsten gegeben hat, 20

sagt übrigens blos, 1 daß die Zahl eine Menge von Dingen derselben Art 1 sey.

Es erinnerte aber schon Kraushaar 3 , daß man 1 statt Dingen derselben Art, Ein-

heiten sagen sollte; 1 was auch in der von Euklides (Eiern. L. 7, def. 2) gegebe- 25

4» nen Erklärung geschieht: 'Apteot t6Tt To II te govaSwv ouyKesScvov ttktiOot. 4

Statt des Wortes Menge 1 (ttktiOot) will Kraushaar lieber das Wort Inbegriff 1

gebraucht wissen. Aber auch so noch behält die Erklärung 1 mehrere Fehler.

Der erste liegt darin, daß wir 11 bekanntlich auch die Einheit als eine Zahl	 5

zu betrachten pflegen; was gleichwohl nicht geschehen kann, wenn 1 man

Bei Stahl: »was sie gemeinschaftlich haben, betrachtet, und man drückt die Anschau-

ung, welche den Inbegriff der gemeinschaftlichen Merkmale giebt, überhaupt durch x

aus [- - --], so hat man eine Reihe x, x, x, x, x, u.s.w. vor sich [- - -].«

2 Stahl (1), S.2.

3 Kraushaar (1), S.4.

4 »Eine Zahl ist eine aus Einheiten zusammengesetzte Vielheit«.
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die Zahl einen Inbegriff von Einheiten nennt; I indem ja die Einheit gewiß kein

9 Inbegriff II (mehrer> Einheiten ist, wenigstens nicht solcher, 1

11 II <die wir eben betrachten, wenn wir sie Ein->l<heit nennen, und für die erste

der Zahlen erklären.> 1 <Allein noch ungleich> II wichtiger ist der zweyte Fehler 5 r

<in dieser Erklärung, der> nähmlich daß es auch 1 Mengen oder Inbegriffe gibt,

die aus unendlich vielen I Einheiten bestehen. Solche unendliche Mengen <aber>

können 1 auf keine Weise gezählt werden, wie man sie denn eben I deßhalb auch

6 unzählbar nennt, und somit dürfen II sie nicht als Zahlen <in der eigentli-Ichen

Bedeutung 1 des Wortes> angesehen werden. 1

8 II Man müßte also, um <auch noch> 1 diesen Fehler zu verbessern, sagen, daß die 1

Zahl eine bloß endliche Menge von Einheiten sey; I hierauf <aber> den Begriff

einer bloß endlichen Menge <auf eine Weise erklären, die> 1 den <B>egriff der

Zahl nicht etwa schon <voraussetzt. Irre> 1 <ich aber nicht, so ist> 1 auch <blos>

15 eine endliche . Menge von Einheiten II noch nicht sofort eine Zahl, sondern wir

unter-(scheiden gezählte und nicht gezählte Mengen; und nur 1 die erstem nen-

nen wir Zahlen (in der concreten I Bedeutung des Wortes). Unter de<m> Zählen

20 oder 1 Abzählen einer Menge verstehen wir <aber> ein ge-llwisses Auffassen der-

selben unter eine<n> Begriff, I der angibt, wie diese 1 Menge aus ihren einzelnen

Einheiten zusammen- (gesetzt sey. 1

II <S. 3. Anm[.] 2.d Es ist nun nöthig, auch ein Paar. Worte über jene 1 Erklär[un]- 6r

5 gen zu sag[en], d[urc]h die m[an] d[en] B[e]griff e[ine]r Zahl er-Ilweitern woll[e].

Hieher g[e]höret schon die v.[on] einigen Neu- leren z. B. Schröder5 , Stein6 ,

gegeb[en]e Erkl[ärun]g: d[ie] Zahl sey 1 »ein G[e]s[e]tz, w[e]lch[e]s angibt, wie

e[in]e Gr[ö]ße a.[us] e[ine]r and[e]r[e]n (d[e]r Einh[ei]t) 1 g[e]bildet w[ir]de,

sof[e]rn d[ie]se Bild[un]g in einem bloß[en] Wied[e]rhol[en]f d[e]r 1 ganz[en]

Einh[ei]t o[der] e[ine]s aliquot[en] Theiles d[e]rs[e]lb[en], w[e]lch[e]r all[en]-

so f[a]lls II auch [nu]r ein e[in]z[i]g[e]s M[a]hlg g[e]setzt w[ir]d, b[e]steheth.«

a Am äußeren Rand: »Beylage zu 5 «. Das ganze Blatt ist von Bolzano geschrieben.

e Bei Stein: »worden ist«.

t Stein: »dieses Bilden blos in ein Widerholen«.

Stein: »nur einmal«.

Stein: »bestehen darf«.

5 Schröder(1).

8 Stein (1), Bd. 1, S. XVII. Vgl. auch S. XVI : »[- - -] daß die Zahl nicht mit der durch sie

dargestellten Größe einerlei ist. [- - -1 Wenn ich vier Thaler sage, so lassen sich offenbar

drei Dinge unterscheiden: 1 stens die Einheit (Thaler), zweitens die aus ihr gebildete
Größe (4 Thaler) und drittens die Zahl (vier), welche angiebt, wie diese Größe aus der

Einheit gebildet worden ist.«
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Diese Er-Ikl[ä]r[un]g umfaßt neben d[en] ganz[en] auch die g[e]brochen[en]

Zahl[en] (so f[e]rn sie I in e[in]fach[en] Brüch[en] b[e]st[e]h[en]), k[eine]s-

w[e]gs ab[e]r die irration[a]l[en] Zahl[en] u.m.A. Viel I entsprech[en]d[e]r

f.[ür] dies[en] Zw[e]ck war also die Erkl[ärun]g, die wir b. [ei] e[ini]g[en] Aelte-

ren antr[e]ff[en.] So I heißt es bey Stevin 7 : die Zahl sey id, per quod explica- 15

tur quantitas cujusque rei. Und Newton8 in s. [einer] 1 Arithm. univ. sagte

Per numerum non tam multi- Itudinem unitatum, quam abstractam

quantitatis cu- jusvis' ad aliam ejusdem generis quantita-Item quae pro

unitate habetur rationem 1 intelligimus. II Nach d[ie]s[e]r Erkl[ärun]g 2»

kann m[an] [ni]cht [nu]r g[e]brochene, sond.[ern] I auch irration[a]le, [une]nd-

l[i]ch gr[o]ße u. [une]ndl[i]ch kl[ein]e Zahl[en] als w[ir]kl.[iche] 1 Zahl[en]

b[e]tr[a]cht[en]; die Null ab[e]r u. die Z[a]hl[en] v.[on] d.[er] Form p + q ✓ — 1

bleib[en] noch im[m]er ausg[e]schloss[en].>

5 r II §. (4.) Anm. 3. Die N[e]b[en]b[e]g[ri]ffe durch die sich II die Worte Zahl und 25

Anzahl in dem gemeinen Sprach-gebrauche (der bekanntlich fast keine durch-

5e aus gleich-I1(bedeutende> Worte (hat>) von einander unterscheiden, I brauchte

uns in der Wissenschaft eben nicht sehr zu I bekümmern, so fern wir es (irgend-

wo> nöthig fänden, ne eben dem Worte Zahl noch das Wort Anzahl zu brauchen. II

Soll aber doch ein Unterschied, der mit dem Sprachgebrauche wenigstens

einiger Maßen übereinstimmt, angenommen I werden : so muß man, däucht

mir, sagen, daß Anzahl I nur von einer concreten Zahl, von einer II (wirkli>chen 10

Menge von Dingen gebraucht wird; während I <das Wort Zahl sowohl> in con-

creter als abstracter Bedeutung, d. h. 1 auch zur Bezeichnung der bloßen Beschaf-

fenheit, die I eine gewisse Menge zu einer bestimmten Anzahl von Dingen

macht, angewandt wird. So sagen wir z. B. II eben sowohl: »Die Zahl als auch die 15

Anzahl der Jahre, 1 die ich durchlebt habe.« Kaum aber werden wir die I Be-

schaffenheit, durch welche eine gewisse Menge be- stimmt wird, die Anzahl

dieser Menge nennen. Ein an-derer Unterschied dürfte noch darin bestehen,

daß II wir das Wort Zahl häufig auch für den bloßen Begriff einer Zahl, ja für 20

das bloße Zeichen dieses I Begriffes nehmen, während wir unter der Anzahl 1

immer nur eine wirkliche Menge verstehen. So I fragen wir nach jener Zahl,

durch die ein Haus II zur leichtem Auffindung aus mehreren andern 1 bezeichnet 25

i Von Bolzano unterstrichen.

Stevin(1), def. 2: »Nombre est cela, par lequel s'explique la quantit6 de chascune

chose.« Neudruck in Stevin(3). Stevin(1) ist nicht in der lateinischen Ausgabe von

Stevins mathematischen Werken (Stevin(2)) enthalten. Bolzano hat wahrscheinlich

sein Zitat einer mittelbaren, lateinisch geschriebenen Quelle entnommen.
s Newton (1), S. 4.
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ist; nie aber werden wir diese Zahl, welche II hier also ein bloßes Zeichen ist, eine 7r

Anzahl nennen.

§. [5] Zus. <1.> Zahlen sind demnach nicht Begriffe, wohl aber Dinge ((ein-

zelne> Einheiten nähmlich, oder auch (Inbegriffe von I mehreren Einheiten)), I

die wir uns denken als aufgefaßt unter gewissen Begriffen. II Denn nur <in so fern

nennen> wir ein Ding (eine einzelne Einheit oder I ein<en> Inbegriff mehrer

Einheiten) eine Zahl, <wiefern> wir uns vorstellen, <daß> diese Dinge als Glie-

der in der §. [1]  1 beschriebenen Reihe der Zahlen erscheinen. 1

so §. [6] Zus. (2.> Die Begriffe, welche die Worte Ein A, zwey II A, drey A, vier A
usw. nach der §. [ 119] d. Einl. III 9 I <erklärten> Bedeutung bezeichnen, sind

insgesammt 1 Zahlenbegriffe. Denn sie bezeichnen gewisse I in der Zahlenreihe

vorkommende Glieder, und stellen I vor, wie jedes dieser Glieder, sofern es aus

15 andern II zusammengesetzt ist, entstehe. 1

(§. [7] Zus. 3. I Alle Zahlen einer u[nd] I eben derselben I Art sind auch als

(5) Größen einer u[nd] eben der-selben Art zu betrachten. (S. [1])>

§. [8] Zus. <4> Aus der Erkl. §. [1]  verglichen mit §. §. [ 151, 164, 186] der

Einl. III ergibt sich unmittelbar, daß die natür- bliche Reihe der Zahlen eine

einzige durchaus zusammen-hängende Reihe <bilde>, welche nicht in sich selbst

20 zurück-Ilkehrt, sondern <zum Wenigsten, I wenn die Art der I Dinge A willkür-

(5) lieh I angenommen werlden darf,> auf einer Seite hin in das Unendliche I fort-

gehet; <dergestalt> daß <also> das einzige äußerste Glied, das diese Reihe hat,

die Einheit <ist>. Nennen wir <demnach> dieses ihr I erstes Glied, so hat <die

	

Reihe> kein letztes und gehet nach Vor- lwärts in das Unendliche. 	 II	 7 v

(S. [9] Erkl.l Aus Gründen, ähnlich denjenigen, aus denen wir schon in d.[er]

Größ[en]l[e]hrel° § [11] d[en] allg[e]mei[nen] B[e]griff e[ine]r Größ[en]vor-

st[e]ll[un]g (aufstellt[en], stell[en] I wir jetzt auch d[en] Be- (griff e[ine]r Zah-

(5) lenvor-Ist[e]ll[un]g auf, und erklä-(Iren, daß wir unt[e]r dies[e]r Ben[ennun]g

e[in]e jede I Vorst[e]ll[un]g v.[on] d.[er] Form: I »E[in]e Z[a]hl, w[e]lche die I

(so) B[e]sch[a]ff [en]h[ei]t[en] b', b", b"' ... hat,[«] v[e]rsteh[en] woll[en],

gl[ei]chv[ie]l 1 ob diese B[e]sch[a]ff[en]h[ei]t[e]n b.[ei] e[ine]r Z[a]hl in d[e]r

That v[e]rei[ni]gt ang[e]troff[en] w[er]d[en] kö[nnen] 1 o[der] [ni]cht; d.h.

(15) gl[ei]chv[ie]l ob d[ie]se	 V[o]rst[e]ll[un]g e[inen] wirkl[i]ch[en] 	 G[e]g[en]-

st[an]d hat o[der] [ni]cht. Wir I w[e]rd[en] v.[on] e[ine]r solch[en] Vor-Ist[e]l-

<2o) l[un]g, s[e]lbst w[enn] sie g[e]g[en]st[an]d-los ist, sag[en], d[a]ß sie II doch

5 Dieser Paragraph ist von Bolzano geschrieben.

o Bolzano(2 A 7), Einleitung zur Größenlehre [in der Folge: EG], Abschnitt III.

io Bolzano(2 A 7), Erste Begriffe der allgemeinen Größenlehre [in der Folge: AG].
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gl[ei]chw[o]hl auf e[in]e ver- Iständl[i]che Weise g[e]bildet I sey, w[enn] es [nu]r

v.[on] d[e]r beson-Idern B[e]sch[a]ff[en]h[ei]t d[e]r in ihr I vorkom[men]d[en]

wirkl[i]ch[en] 1 Z[a]hl[en] herrührt, d[a]ß ihr 1 kein G[e]g[en]st[an]d ent-

spricht. II Wir w[e]rd[en] ab[e]r in d[e]r Folge 1	 (27)

II im[me]r [nu]r v.[on] 1 solch[en] auf v[e]rst[än]dl[i]che W[ei]se 1 g[e]bildet[e]n (29)

Z[a]hl[en]v[o]rst[e]ll[un]g[en] 1 red[en], auch w[enn] wir es I [ni]cht ausd[rü]ck-

l[i]ch beysetz[en]. II Wir w[e]rd[en] uns I	 (34)

II f[e]rn[e]r erlaub[en], d[er]gl[ei]ch[en] I Z[a]hl[en]v[o]rst[e]ll[un]g[en], w[enn] 1 (38)

sie aus laut[e]r 1 rein[e]n B[e]g[ri]ff[en] z[u]s[a]m[men]g[e]s[e]tzt 1 s[in]d, z[u]r

8r Ab-lw[e]chsl[un]g auch w[o]hl Zah/[en]-1b[e]griffe z[u] nen[nen.] Die> II Zei-

chen, der[en] wir [un]s zu ihr[e]r Darst[e]ll[un]g b[e]dien[en], sie sey[en] 1

mündl[i]che o[der] schr[i]ftl[i]chek, Zahlzeichen o[der] Zahlenausdr[ü]cke nen-

[nen]. Z[u]r Abkürz[un]g 1 <endl[i]ch w[e]rd[en] wir I [un]s in Fäll[en], wo

eb[en] I kein Mißv[e]rst[an]d I zu bes[o]rg[en] st[e]het, erlaub[en], die I Zah- (5)

l[en]v[o]rst[e]ll[un]g[en] u[nd] 1 Zahl[en]ausdr[üc]ke I auch schl[e]chtw[e]g

Zah-Ilen s[e]lbst zu ne[nnen], I u. d[ie]ß zw[a]r I zuweil[en] s[e]lbst I dann,

w[enn] II es dergleichen 1	 (13)

II dies[er] V[o]rst[e]ll[un]g o[der] Zeich[en] I entspr[e]ch[en]de Zahl[en] in I (15)

Wahrh[ei]t gar [ni]cht gibt. 1 Zu b[e]ss[e]r[e]r U[n]t[er]sch[ei]d[un]g I w[er]-

d[en] wir dann die II Zahl[en], die wir I uns v.[on] e[ine]r solch[en] 1 B[e]sch[a]f- (20)

f[en]h[ei]t denk[en], 1 d[e]rgl[ei]ch[en] es in d[e]r That 1 gibt, wirkl[i]che Z[a]h-

l[en] II nennen; von I jen[en] erster[en] 1 ab[e]r w[er]d[en] wir sa-Ig[en], d[a]ß X25)

es bloß 1 eing[e]bildete II Zahlen I wär[en].» 1	 (30)

II S. Arzno' : Einem Nachdenkenden wird die Richtigkeit sowohl, I als auch die 22

Nothwendigkeit einer Unterscheidung zwischen I den Zahlen einerseits und den

bloßen Zahlenvorstellun-llgen und Zahlenausdrücken andererseits schwerlich I ent- 25

gehen. Der Begriff einer Sache und die Sache selbst, 1 sind ja doch immer wohl

8 v zu trennen; und wer möchte z.B. 11 den Begriff Mensch, nicht von dem Gegen-

stande dieses 1 Begriffes, d. h. vom Menschen selbst unterscheiden? Bey I den

Zahlen hat es sich gleichwohl einige Mahle ergeben, I daß man sie selbst und die

bloßen Begriffe von ihnen II nicht mit gehöriger Deutlichkeit unterschieden. 	 5

Oder I wie sonst wäre es gekommen, daß man z.B. gesagt, eine I Zahl sey nichts

als ein bloßes Product des Verstandes, oder I daß man die Null mit zu den Zahlen

gerechnet; da doch 1 offenbar ist, daß die Null ein bloßer Zahlenbegriff und zwar II so

ein solcher ist, der gar keinen Gegenstand hat? 1

k Vielleicht sinngemäß zu ergänzen: »können wir«.

1 Diese Anmerkung ist von Bolzano durchgestrichen.
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23	 S. [10] Erkl. Wenn die Art der Dinge, welche als Einheiten be-(trachtet werden

sollen, in einer Zahlenvorstellung gleich-'falls mit angegeben ist, so <wollen wir>

sie eine benannte II Zahlenvorstellung oder (nach der <im vorigen §.> erwähnten 9 r

Meto-Inymie) auch eine benannte Zahl selbst; im widrigen 1 Falle dagegen, wenn

die Art der Dinge, welche als Einhei-fiten betrachtet werden sollen, unbestimmt

5 gelassen ist, 11 eine unbenannte Zahl, oder Zahlenvorstel-1lung nennenk. So ist

z. B. der Begriff Drey, ein unbe- Inannter, der Begriff drey Punkte aber ein be-

nannter <Zahlen-> (begriff. 1

so S. [11]  Anm. Die unbenannte Zahl (S. [ 10]) und die abstracte II Zahl (S [1])  wer-

den von Einigen für einerley a<us>ge<geben.> 1 Dieser Ansicht <aber> kann ich

nicht be<y>treten. Denn 1 der Begriff, den das Wort drey bezeichnet, wenn wir

dar- lunter ein Ganzes verstehen, welches aus drey Einheiten 1 von einerley, ohne

15 zu bestimmen, welcher Art, zusam-Ilmengesetzt ist, ist <wohl> unläugbar eine

unbenannte, 1 keineswegs aber eine abstracte, sondern gewiß eine 1 concrete Zahl

oder Anzahl. Und wenn wir <den einfachen Satz,> 1 daß 2 + 3 = 5 sey <aufstel-

len> ; so sprechen wir offenbar von 1 unbenannten, aber durchaus nicht von

20 abstracten, sondern 11 concreten Zahlen. Denn sprächen wir von abstracten 1

Zahlen; so <müßten> wir behaupten, daß die Beschaffenheit, 1 die einem aus

5 Einheiten bestehenden Inbegriffe zu- (kommt, betrachtet werden könne, als

eine Summe der <beyden> 1 Beschaffenheiten, <deren die Eine> ein aus 2, und

25 <die andere> ein aus 3 Einheiten 11 bestehender Inbegriff hat; welches sehr unge-

r<ei>mt wäre. 1 Ganz richtig ist dagegen der Sinn der Gleichung 2 + 3 = 5, II 9 v

sobald wir unter 2, 3, und 5 concrete Zahlen, d. h. wirkliche 1 Inbegriffe oder

Mengen von Einheiten verstehen. Dann 1 sagen wir nähmlich nur, daß eine

Menge, die aus 2 und 1 eine Menge, die aus 3 Einheiten bestehet, zusammen

5 einerlei II sind mit einer Menge, die aus 5 Einheiten bestehet. 1

S. [12] Lehrs. Es gibt keine concrete Zahlenvorstellung, !die wenn sie ungenannt

ist, nur einen einzigen 1 Gegenstand hätte. 1

so Bews. Denn wenn die Vorstellung concret ist und es gibt über-Ilhaupt einen ihr

entsprechenden Gegenstand; so werden wir, 1 weil die Art der Einheiten, zu wel-

cher die vorgestellte 1 <Zahl> gehören soll, in dem Begriffe nicht festgesetzet ist,

der ihr 1 entsprechenden Gegenstände gewiß noch mehrere nachwei- (sen kön-

i 5 nen, wenn wir die Art der Einheiten wechseln. II So gibt es z. B. Sätze, wahre

sowohl als falsche[,] von jeder beliebi-gen Anzahl. Nehmen wir also das eine

11 Die abstrakte unbenannte Zahl einer konkreten unbenannten Zahl N ist somit eine

Beschaffenheit, deren Extension die Menge aller mit N isomorphen konkreten Zahlen

ist.
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Mahl nur Sätze, I die wahr, das andere Mahl nur Sätze, die falsch sind, als I die zu

zählenden Einheiten an; so werden wir zu jeder belie-Ibigen concreten Zahlen-

vorstellung wenigstens zwey II von einander verschiedene Zahlen, deren die eine 20

ein I Inbegriff von wahren, die andere ein Inbegriff von I falschen Sätzen ist, als

ein Paar dieser Vorstellung un-Iterstehende Gegenstände nachweisen kön-

nen.

S. [13] Erkl. Wollten wir also unter einer einförmigen II Zahlenvorstellung bloß 25

10r eine solche verstehen, die durchaus II nur einen einzigen Gegenstand hat, so

könnte es unter I den ungenannten concreten Zahlenbegriffen derglei- Ichen gar

nicht geben. Ich erlaube mir deßhalb, eine gege- Ibene Zahlenvorstellung schon

dann einförmig zu nennen, wenn sie nur so beschaffen ist, daß die mehreren

concre- fiten Zahlen, welche sie vorstellt, abgesehen von ihrer 1 Einheit oder als

bloße ungenannte Zahlen, alle einander <gleich> I sind, oder, was eben soviel

heißt, bezogen auf einerley I Einheit nur ein einziges in derselben Zahlenreihe

vor-Ilkornmendes Glied vorstellen. So nenne ich z.B. »drey« einen I einförmigen 10

Zahlenbegriff, weil alle Gegenstände, die I diesem Begriffe unterstehen, abge-

sehen von ihrer Einheit, I einander gleich seyn müssen. Eine Zahlenvorstellung,

die 1 zwey, drey oder mehrere einander unähnliche Zahlen vor- In stellt ; soll eine 15

zwey- drey oder mehrförmige Zahlen- Ivorstellung heißen. So wäre z.B. der Be-

griff einer 1 Zahl, die zwischen 2 und 6 liegt, ein dreyförmiger 1 Zahlenbegriff,

weil er drey von einander verschiedene 1 Zahlen, nähmlich die Zahlen 3, 4 und 5,

umfaßt. II 20

S. Erkl.m Da wir jedoch in der Folge so häufig mit Zahlenvorstel-Ilungen, die

gegenstandlos sind, zu thun haben werden ; so ist I es nöthig, die Begriffe der Ein-

Zwey- Drey- oder Mehr-Iförmigkeit auch auf diese auszudehnen. Dieß kann nun 1

vermittelst der schon in der Einleitung II 12 , S. [4] u[nd] S. [5] II aufgestellten 25

Begriffe und Regeln sehr leicht geschehen. 1 Nach jenen Erklärungen kann

10v nähmlich auch eine gegenstand-allose Vorstellung einer andern gleichgeltend

oder auch unterge-!ordnet heißen. Wenn <also> A eine gegenstandlose Zahlen-

vor- Istellung von solcher Beschaffenheit ist, daß alle ihr unterste- Ihenden Vor-

stellungen a, b, ... als einander gleichgeltend be-litrachtet werden müssen nach

der §. [5, Nr.3] II gegebenen Erklärung: 1 so nennen wir die Vorstellung A ein-

förmig; gibt es aber zwey, 1 drey oder mehrere von einander unterschiedene, d.h.

solche Zah- Ilenvorstellungen, die nach dem eben erwähnten S. nicht als gleich-

geltend betrachtet werden dürfen, und die doch insgesammt als der II Vorstel- 10

m Dieser Paragraph ist von Bolzano durchgestrichen.

12 EG, Abschnitt II.

24



lung A unterstehend angesehen werden können : so sagen wir, daß A eine

zwey- drey-, oder mehrförmige Zah- Ilenvorstellung sey. So ist z.B. 0 eine gegen-

standlose aber zu-Igleich einförmige Zahlenvorstellung zu nennen. Denn alle

15 der Vorstellung 0 unterstehenden Vorstellungen wie 3 - 3 oder 5 - 5, 11 u.s.w.

lassen sich als einander gleichgeltend betrachten, oder es I bestehet die Gleichung

3-3 - 5-5. ((§. [74, AG])>

§. Erkl.n Nicht nur die Vorstellun<gen>, sondern auch ihre Zeichen I und Aus-

drücke nenne ich ein- zwey- drey- oder mehrförmig, I je nachdem es die Vorstel-

20	 lungen, die sie bezeichnen, sind.  11
S. Erkl.o Wenn eine Zahlenvorstellung oder auch ein auf eine 1 solche sich

beziehendes Zeichen M mehrförmig ist, und unter Andern 1 z. B. auch die unter

den Vorstellungen a, b, c, d, ... begriffenen Zahlen 1 vorstellt : so pflegt man die

Zahlen a, b, c, d, . . auch Werthe, die M 1 annehmen kann, zu nennen; und

25 indem man M geradezu eine II Zahl nennt, zu sagen, daß diese Zahl verschiedene

Werthe annehmen 1 könne, somit unbestimmt sey, bald in den Werth a, bald in den

Werth 1 b u.s.w. übergehen könne, und eben deßhalb auch wohl, daß M 1 ver-

änderlich sey. In einer weiteren Bedeutung erlaube 1 ich mir (nach dem Vor-

so	 Bange Anderer) diese Redens-llarten selbst in dem Falle zu gebrauchen, wenn die 11 11r

Vorstellungen a, b, c, d, ... alle oder einige gegenstandlos 1 sind, d. h. ich nenne a

einen Werth, den M annehmen kann, I auch wenn a keine wirkliche Zahl, son-

dern die bloße ge-Igenstandlose Vorstellung <von> einer Zahl ist, die <aber>

5 gleichwohl <in dem §. [4]. II. Einl. angegebenen 1 Sinne als> II eine der Vorstel-

lung M unterstehende angesehen werden I kann. Begreiflicher Weise können die

Vorstellungen a, b, c, ... 1 auch noch selbst mehrförmig seyn ; dann nennt man

sie unbestimmte Werthe;> I wenn sie dagegen einförmig oder Einzelvorstel- 1
10 lungen sind, bestimmte, einzelne Werthe. So hat z.B. die Vor-Ilstellung: eine

gerade Zahl, <unendlich> viele bestimmte oder ein-Izelne Werthe, nämlich 2, 4, 6

usw. Zum Unterschiede I von Werthvorstellungen, die gegenstandlos sind, 1

nenne ich die gegenständlichen auch <wirkliche Werthe, die ge->Igenstandlosen

15 (aber (bloß eingebildete> Werthe. I^
§. Willk. (S.>p Es ist gebräuchlich, verschiedene I Werthe einer und <eben> der-

selben Zahlenvorstellung durch I Zeichen vorzustellen, die eine gewisse Ähnlich-

18 keit unter II einander <und mit dem I Zeichen der ersteren 1 haben. So pflegt

(5) man I z.B. verschiedene der II Zahlenvorstellung X 1 unterstehende Werthe 1
durch x, x', x", ... x,, x, „ ... , ;' , ...u.s.w.  vorstellig I zu machen.> 1

o Dieser Paragraph ist von Bolzano durchgestrichen.

o Dieser Paragraph ist von Bolzano durchgestrichen.

P Dieser Paragraph ist von Bolzano durchgestrichen.
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11 S. [14] Lehrs. Concrete sowohl als abstracte Zahlen 1 können bald etwas Wirk- 22

liches, bald auch etwas <nicht> 1 Wirkliches vorstellen. 11 25

Beweis. Wenn die Gegenstände, von deren Art die Einheit A 1 angenommen wird,

11v etwas Wirkliches sind; so stellt die 11 concrete Eins einen Gegenstand von dieser

Art, 1 <somit> etwas Wirkliches vor; und wenn <es> diese«) wirkliche<n> 1 Ge-

genstände mehrere z. B. 2, 3, 4, . . gibt, so stellen 1 auch die concreten Zahlen

zwey A, drey A, vier A 11 unwidersprechlich etwas Wirkliches vor. Doch nicht 5

nur 1 sie, sondern auch die abstracten. Denn die abstrac- fiten Zahlen stellen Be-

schaffenheiten vor, die den con- Icreten Zahlen, auf welche sie sich beziehen,

zugehören. 1 Wenn aber diese etwas Wirkliches sind; so müssen es 11 auch ihre io

Beschaffenheiten seyn. Denn die Be-Ischaffenheit, welche ein Wirkliches hat, ist

doch selbst 1 etwas Wirkliches. Das Gegentheil von diesem Allen 1 gibt, wenn jene

Gegenstände, von deren Art die Ein- Iheit angenommen wird, nicht zu den wirk-

lichen Dingen 11 gehören z. B. bloße Begriffe oder Sätze an sich sind. I <Denn d>a 15

ein Satz an sich nichts Existirendes ist, so ist auch ein 1 Inbegriff solche<r> Sätze

nichts Existirendes. 1

S. [15] Anm. Ich halte es also nicht für richtig, 1 wenn Manche behaupten, daß

<Zahlen nichts> Wirkliches, 11 <ja> (wie sich Einige ausdrücken) überhaupt gar 20

nichts 1 wäre<n>. Wie könnten sie, wenn sie nichts wären, doch 1 so merkwürdige

Beschaffenheiten haben? Non I entis nullae sunt affectiones, <ist doch ein

richtiger 1 Kanon.> Unser Planetens<y>stem, 1 <wie Niemand zweifeln wird, ist>

etwas Wirkliches zu nennen; zu den 11 Beschaffenheiten dieses Systems <aber> 25

12r gehört, daß es 11 ein Inbegriff von Eilfen ist. Kann man es also läugnen, 1 daß die

Zahl Eilf (die Anzahl der eilf Planeten) in un-Iser<m> Planetensystem etwas

Wirkliches sey? 1
S. [16] Uiberg. Da aber die reine Zahlenlehre ihrem 11 Begriffe nach die Zahlen

nur an sich selbst d.h. ganz ab-gesehen von jenen Gegenständen, an <denen> sie

sich 1 etwa befinden mögen, betrachte® ; so werden es 1 vorn<e>hmlich nur die

<u)ngenannten Zahlen (S. [10]) seyn, 1 auf die wir unser Augenmerk künftig zu

richten haben. 11 Von genannten Zahlen dagegen werden in unserer Wissen-1 io

schaft <höchstens> nur solche vorkommen, deren Einheiten I wieder selbst Zahlen

oder Zahlenvorstellungen sind. Auch 1 mag hier ein für alle Mahl angemerkt

werden, daß wir bey der Vergleichung verschiedener concreter 11 Zahlen mit 15

einander, wenn wir das Gegentheil nicht aus- Idrücklich <an>merken, immer

voraussetzen <werden, daß> 1 sie zu einer und eben derselben Einheit gehören. 1

§. [17] Lehrs. Ungenannte Zahlen sind nie etwas Wirkliches. 1

Beweis. Ungenannte Zahlen sind bloße Vorstellungen II von Zahlen, nähmlich 20

solche, in denen nicht angegeben ist, 1 von welcher Art die Gegenstande sind, die
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<wir> bey ihnen als 1 Einheiten annehmen soll(en.) Nicht dieses letztem Um-

standes 1 wegen, wohl aber schon deßhalb, weil Vorstellungen an 1 sich nie etwas

25 Existirendes sind, können ungenannte II Zahlen niemahls als etwas Wirkliches

betrachtet werden.1

S. [18] Lehrs. Weder die Vorstellung von einer Zahl 1 überhaupt enthält die

Vorstellung von einer Zeit an sich ; 1( noch ist es auch, um eine Vorstellung zu 12v

bilden, die irgend eine einzelne) Zahl ausschließlich vorstellt, nöthig, die 1 Vor-

stellung der Zeit mit einzumischen, wenn anders 1 die Art der Gegenstände,

welche als Einheiten betrach-Iltet werden sollen, in dieser Vorstellung unbe-

stimmt 1 bleiben darf. 1

Beweis. Wenn die Art der Gegenstände, welche als 'Einheiten betrachtet werden,

so ausgedrückt werden 1 soll; dann kann es freylich nach Umständen nothwen-Ildig

werden, auch die Vorstellung der Zeit mit auf-zunehmen, um eine gewisse be-

nannte Zahl zu er- (halten. So schließt z. B. die benannte <Zahlen)vorstellung : 1

»10 Stunden« allerdings die Vorstellung von einer 1 Zeit in sich. Die Vorstellung

15 von der Zahl überhaupt II aber dürfte wohl keine anderen) Theile enthalten,

als 1 die S. (1.) in der Erklärung dieses Begriffes angege-Iben wurden. <Unter>

diesen <nun> kommt die Vorstellung von 1 einer Zeit weder ausdrücklich, noch

20 versteckter Weise 1 vor; ob ich gleich zugestehe, daß die Worte, deren ich mich M

zur Darstellung dieses) Begriffes) bediente, gar man- Iche von der Zeit ent-

lehnte Nebenvorstellungen mit 1 sich führen. Ich erklärte <nähmlich) die Zahlen

als die 1 Glieder einer Reihe, welche entsteht, wenn man zu 1 einem Gliede der-

25 selben die Einheit annimmt, dann 11 jedes folgende aus dem vorhergehenden ab-

leitet, 1 indem man noch eine neue Einheit hinzufügt. Ich sagte) 11 <endlich>, 13r

daß man diese Glieder <nur> erst insofern Zahlen nenne, ( als man sich vorstellt,

daß sie unter Begriffen aufge-faßt werden, welche die Art ihrer Bildung be-

5 stimmen. 1 Der Begriff einer Reihe nun, <ingleichen> die Begriffe eines 11 vorher-

gehenden und eines nachfolgenden Gliedes, <von denen 1 es noch am Scheinbar-

(5) sten ist, 1 daß der Begriff der Zeit 1 in ihnen vorkommen, 11 werden (Eint. III.

S. [144])) 1 auf eine Weise erklärt, dabey <gar> keine Zeitvor-(stellung in ihre

Bestandtheile aufgenommen wurde. 1 Denn von der Reihe wurde gesagt, daß sie

10 ein Inbegriff 1 von Gegenständen sey, darin es zu einem jeden dersel-Ilben z.B.

M einen und nur einen <einzigen> in diesem Inbegriffe 1 befindlichen anderen

Gegenstand N von solcher Beschaf-Ifenheit gibt, daß wenigstens Eines) von

Beyde<m) entweder IN aus M, oder M aus N durch eine gewisse für den 1 ganzen

15 Inbegriff gleichgeltende Weise bestimmt wird. 11 Den Einen dieser Gegenstände,

welchen man will, erlaub- Ate ich den vorhergehenden zu nennen, und forderte

nur, ( daß man sodann den andern den nachfolgenden nenne. <In diesen Erklä-
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run-gen also kömmt kein 'Begriff einer Zeit vor.) 1Noch weniger wird man von

irgend einem der übrigen 1 Begriffe, aus <denen die obige) Erklärung der Zahl 	 20

zusammengesetzt ist, <auch nur vermuthen), daß sie die Vorstellung <einer)

Zeit enthalten. <Wenn) aber der Begriff einer Zahl I überhaupt keine Zeitvor-

stellungen enthält; so läßt 1 sich auch jede einzelne Zahl, wenn die Art der

Gegenstände, 1 auf welche sie sich <beziehen soll), unbestimmt bleiben darf,

durch 11 eine Vorstellung fassen, welche nichts weniger als den 1 Gedanken einer 25

13v Zeit in sich schließt. Von der Einheit 11 ist dieses offenbar; von jeder andern Zahl

aber erhalten 1 wir eine ausschließlich nur auf sie passende Vor- Istellung, <so

bald) wir die Vorstellung der ihr nächstvor-hergehenden, <den Begriff) der

Einheit und den Begriff einer 11 Summe <verknüpfen; denn jede folgende Zahl

ist eine 1 Summe aus der nächstvorhergehenden und aus der Ein-Iheit. Hieraus

erhellet nun zur Genüge, daß es mög- Inch sey, auch diese Vorstellungen a<lle)

ohne Einmi- Ischung gewisser Zeit<begriffe) zu bilden. 11 so

S. [19] Anm. Was ich in diesem Lehrsatze behaupte, 1 dürfte sich mit den Vor-

stellungen, welche die meisten 1 neueren Weltweisen in Deutschland von der

Natur 1 der Zahlen haben, <schwerlich) vereinigen. Denn wie es 1 schon z. B. in

Schultzens 13 <Prüfung) d. Kant. Kr. Th. 2. S.243q II <hieß,) »daß jede Zahl die 15

Anschauung der Zeit wesentlich in sich schließe, und ohne diese ein Unding

sey « [.] ; so denken 1 noch immer <die Meisten). So lie<st) man z. B. <noch) in

Prof. Krugs14 1 Wörterbuche (Art. Zahl) : »Zahl ist das allgemeine Bild 1 der

Größe in der Zeit« u. s. w. — Der Grund, den man ( insgemein anfiihrt, bestehet 20

darin: das alles Zählen I doch nur successive, also in der Zeit vor siclz gehe. Wenn 1

aber dieser Grund etwas beweisen <sollte) ; wenn deßhalb, 1 <weil wir) zum Zäh-

len Zeit brauchen, die Zahlen selbst die Vorstel- Ilung der Zeit in sich schließen

müßten<:) so würde <ja) fol-11gen, daß auch ein jeder einfache Schluß, ein jedes 25

14r Ur- Itheil, ja eine jede einzelne Vorstellung, auch die von der 11 Zeit selbst eine

gewisse (andere) Vorstellung von der Zeit in 1 sich schließe. Denn wie das Zählen,

so wird ja auch das Schließen, 1 das Urtheilen und selbst das Vorstellen nur in der

Zeit 1 vollbracht. — Aber man wird ohne Zweifel in meiner eige-Ilnen Erklärung

<von dem Begriffe 1 der Zahl (§. 1),) in dem Umstande nähmlich, daß ich hier

des 1 Begriffes einer Reihe erwähne, einen Beweis finden 1 wollen, daß der Be-

griff der Zahl jenen der Zeit einschließe) ; weil man sich insgemein vorstellt,

daß der Be- ggriff einer Reihe den einer Zeitfolge enthalte. Es sey 11 mir also so

q Hier müßte es »245«  heißen.

13 Schultz(1).

14 Krug (1), Bd.4, S. 575.
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erlaubt, nebst demjenigen, was ich zur Widerlegung 1 dieses Vorurtheils bereits

((S. [147, Abschn.Ill] d. Einl.)) gesagt habe, noch die Bemerkung I zu machen,

daß es doch <ganz> gewiß auch unter den Sätzen und Wahr- I heiten an sich

Reihen gebe, wie nahmentlich in den Prä- Imissen eines Kettenschlusses : A ist B,

15 B ist C, C ist D, D ist E u. s. w. Läßt sich nun wohl behaupten, daß diese Sätze

in der 1 Zeit sind? oder daß sie nur dann erst eine Reihe bilden, I wenn eine

gewisse Zeitvorstellung (ich weiß nicht wie?) mit I ihnen verbunden wird? oder

wenn sie in unserem Ge-Imüthe in einer gewissen Zeitfolge vorgestellt; oder

20 wenn II ihre schriftlichen Zeichen im Raume in einer gewissen Folge 1 neben

einander hingesetzt werden? Das ist doch Alles falsch. I Die in einem Ketten-

schlusse vorkommenden Prämissen, die I Sätze an sich, gleichviel ob sie von

Jemand gedacht oder nicht ge-(dacht werden, bilden schon eine Reihe; und

25 wenn wir sie auch in II einer ganz andern Folge uns denken, oder wenn ihre

schrift- 'lichen Zeichen in einer ganz anderen Folge neben einander I gesetzt

werden, etwa wie : A ist B, C ist D, B ist C usw. : doch II bilden die Sätze selbst 14 v

nichtsdestoweniger eine Reihe, 1 und jeder derselben hat sein nächstfolgendes

Glied, wenn I gleich das Zeichen von diesem Gliede nicht eben zunächst neben I

5 dem Zeichen von jenem angetroffen wird. Muß man auf II diese Art gestehen,

daß es keineswegs nothwendig sey, den 1 Begriff einer Reihe auf den der Zeit zu

(stützen>; so ver-(schwindet jeder scheinbare Grund für die Behauptung, daß I

der Begriff der Zahl jenen der Zeit enthalte. Auch hat es in der 1 That, seit diese

10 Kantsche 15 Ansicht von der Natur der Zahlen in II Deutschland aufgekommen

ist, nie an Gelehrten gefehlt, die ihr I widersprachen. Hieher gehörte z. B. Eber-

hard und so mancher I andere Mitarbeiter an <dessen> philosophischem Maga-

zin16 und 1 Archiv 17 (an mehreren Orten), auch Rehberg18 (in seinen sämmt- I
15 lichen Schriften B. 1. S. 55), u.(v.> A. II

S. [20] Lehrs. Alle Zahlenvorstellungen, die in der reinen Zahlen-(lehre mit

Nutzen aufgestellt werden, sind reine I Begriffe. I

Bews. In der reinen Zahlenlehre <wird> nur von denjenigen Beschaffen-Iheiten

15 Kant(1), § 10: »Arithmetik bringt selbst ihre Zahlbegriffe durch successive Hinzuset-

zung der Einheiten in der Zeit zu Stande.« Vgl. auch Kant(2), S.752 und ferner S.182:

»Also ist die Zahl nichts anders als die Einheit der Synthesis des Mannigfaltigen einer

gleichartigen Anschauung überhaupt, dadurch, daß ich die Zeit selbst in der Apprehen-

sion der Anschauung erzeuge«.

16 Eberhard(1). Vgl. Maass(1), bes. 5.140, Eberhard(2), bes. S.69, Eberhard(3), bes.

5.178 f, Eberhard (4), bes. 5.178.

17 Archiv(1). Vgl. Schwab(1), S.64, 66.

18 Rehberg(1).
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