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VORWORT

Dieser Band enthilt eine Transkription des Hefts 7, MM 585-MM 680 der
mathematischen Tagehiicher Bolzanos, der Miscellunea Mathematica, Die Ver-
bffentlichung erfolgt gemiill der pauschalen Genehmigung der Handsehrifien-
sammlung der Osterreichischen Nationalbibliothek in Wien vom 2. Januar
1967, In der Bernard Bolzano-Gesamiausgabe ( BGA ) wird dieser Band mit [T B
5/1 bezeichnet.

Die Ausgabe ist mit gewissen Ausnahmen, die im Editionshericht beschrieben
ipien in BGA Band E2/1, 5. 8-15. hergestellt.
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EDITIONSBERICHT

Dras Manuskript ist n BGA E 2/1 wiedergege-

ben. Daraus ergibt sich cine bestimmie Korrespondenz zwischen Manuskript
und gedrucktem Text, die hier zur klaren Ubersicht kurz zusammengefabt und

erliutert wird.

Der durehgii wskript in d

Schrift geschrieben, Fremdsprachige Teile, Formeln und vereinzelte Buchsta-

ben (besonders zu den Figuren) im Deuck sind im Manuskript in late

Buchstaben geschrichen. Finzelne Buchstaben in deutscher Schrift im Manu-

Frakuur gesetzt. Die im Manuskript unterstrichenen

skript sind im Druck i

Wiirter und Siitze sind im Dy

uck kursiv gesetzt. Fiir Kursivdrouck innerhalb der

f die Editionsprinzipien hingewiesen. Absiitze im

Tntionalil
Interpolat o s

Dieuck entsprechen Absitzen des Manuskripts,

Die am Rande des Manuskeipts auflteetenden Vertikallinien, geschwungenen

ten erliintert wor-
den. Die Figuren sind neu gezeichnet. An mehreeren Stellen hat Bolzane kritische

Bemerkus mern, versehen mit hoch-

1z eigenem oder fremde

gestellten Zeichen, wie z. B, °[ 7, hingugefilgt. Diese Zeichen si allgemeinen

im Druck unveri in anderes

Zeichen wiihlen miissen
Exzerpte ans B ro und Abhandlungen sind als Paraphrasen betrachiet

t sehr nahe kommen. Die

und nicht als Zitate, abgleich sie bisweil

0 und Paraphrase

Zusammenfussy nitig in
Bol-

zanos Lusammenfassungen eingeschlichen haben, sind ehenfalls in Fubnoten

Fulinoten behandelt. Unklarheiten und stiirende Fehler, we sich

vermerkt worden, Im iibri der Text als Bolzanos eigener Text bearheitet.

Zuletzt noch

ber die Interpolationen in den Z n-

gen. Da die von Bolzano behandelten Biicher im sprachlichen Ausdruck

erheblich variieren, war es bei der Auflisung von Bolzanos Kureschrift



dig, die Ergiinzungen nach den Originalschriften durchzufiihren, zumal eine
Ergiinzung in moderner Rechtschreibung o

inmiglich war. Dieses Vorgehen
hat iiberdies den Vorteil, dab man von der Ausdrucksweise des jeweiligen Ver-
fassers einen Eindrock gewinnt und der Text dadurch naviiclicher und lebhafter
erscheint.
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EINLEITUNG

Dieser in der Gesamtausgabe mit BGA 2 B 5/1 bezeichnete Band enthilt die
— 6l ).

Die Aufzeichmungen dieses Hefts sind aus dem Jahree 1814 und kiinnen mit
Sicherheit nur zwischen 4.3, 1814 (MM 345) und 1491814 (MM 835) datiert

werden. Vermutlich ist das Heft etwa Juni 1814 abgeschlossen worden.

Transkription des siebenten Hefts der Miscellanea Mathematica ( MM 58

. Grundsitzen und

Immer aul der we nach genauen Begriffshildung
richtigen Formulierungen von Siitzen mit ihren cinwandfreien Beweisen, setzt
Buolzano die kritische Lektiire mathematischer Werke und Lehrbiicher weiter
fort,

Die MM 552 angefangene Pritfung der Anfangsgriinde der reinen Mathesis
(1790) von J. Schultz wird MM 628 abgeschlossen, Das Werk hat seine

Stellen in wissenschaftlicher Hinsicht

Erwar-
tungen nicht erfiillt, weil es sich an viel

als sehr schwach erwiesen hat, Nach eir kurzen Bemerkungen zu Tanzers
Mathematisches Lehrbuch (1780) und Bartls Erliinterung ( 1801 ) folgen grolie
Ausziige aus Teilen der Opera Mathematica (1695) von 1. Wallis. Diese Ausziige
MM 630- 045 beziehen sich hauptsiichlich anf die geometvischen Teile, insheson-
dere auf die Euklidische Geometrie. Unmittelbar folgen Ausziige und Bemer-
kungen zu Simsons Ausgabe (1756} der Biicher 1-6 und 11,12 der Elemente
(MM 645659 ) und Wolifs Elementa matheseos universae ( 1742), von MM 6539
bis MM 671, Das Heft wied abgesehlossen mit einer ziemli

f. 1
der Verfasser die Geometrie aus dem Begriff des sogenannten Raumpunkis, Der

ch eingehenden Unter-

g der Anfangsgriinde (1802) von Lang esem Buch entwickelt

Langsdorfsche Raumpunkt ist das Einfache, das selbst keine Ausdehnung hat.

wiederholt unmittelbar nebeneinander gedacht aber den Begriff der Aus

nung gibt. Bolzano sucht diese Theorie iderlegen und gibt dureh Ausarbei-

BGA 2B 4/2, 5.149.



tung einer Bemerkung von Sextus Empiricus gegen die Raumpunkte zu diesem
Zwecke einige hiibsche Beispiele (MM 679, 6Et0).

Die Themen, in die man die Aufzeichnungen dieses Hefts einordnen kann,
wl allgemeine Mathematik.

sined Elementargeometrie, allgemeine Geometrie
Elementargeometric

Bolzanos Auffassung einer rein wissenschaftlichen Behandlung der Mathema-

tik. auf die er abzielt, tritt deutlich hervor in seinen Bemerkungen zu den Kon-

P - 1

strukti raben, e in den A

fungsgriinden von Schultz, Di

Aufgaben werden im Euklidisel e gelist, indem man zeigt, wie ma
tels Zirkel und Lineal ein gewisses geometrisches Gebilde konstruieren kann.

Damit ist die Miglichkeit eines solehen Gebildes gezeigt. In der Bolzanoschen

ie Konstruktionen eine sehr untergeordnete Rolle, Die
h nstand in der Wirklichkeit darstellen
ir ihn zur praktischen Mathematik. In der theoretischen Mathe-

Auffassung spielen

Weige. in der sich ein mathematischer G
1B, geh

matik braucht ma

our die Misglichkeit vines gewissen Begriffes zu zeigen. Dhe
Heranziehung gewisser Konstruktionsmittel schiidigt die Allgemeinheit und den
ohjektiven Zusammenhang der Siitze. Die
henden Auffassungen sti n ganz {ibe
Beitrdgen 11 (1810), §§ 35-38.
Retrachten wir zur Erliuterung des Bolzanoschen Standpunkies die Aufgabe
12, § 91 von Schultz (MM 597): Eine gegebene Strecke zu halbieren. Das ent-
1 wird anf ihnliche
schenkligen Direi-

spricht Proposition 10 des ersten Buches der Elemente

Art wie bei Euklid gelist durch die Konstruktion eines gl

ecks (mit Zirkel und Lineal ).
In der Bolzanoschen Mathematik be

it die Aufgabe allein darin, zu bewei-
sen, dalh jede gerade Linie { Strecke) einen Mittelpunkt hat, Weil es sich n

Punkte und gerade Linien handelt, ist der Begriff des Kreises fremdartig, wad

man soll di

Existenz des Mittelpunkts ohne ihn beweisen. Das tat Bolzano auch.
Der Beweis ist cine kurzge Fassung des Beweises in § 30 der Betrachungen 11
(1804}, Dort L rebenen Punkten gibt

pen und einen Mittelpunkt, d. h. einen Punkt, der aus n anf gleiche

en gwei g

1 die Behauptung: Zu jegli

Art bestimmt wird, Der Beweis dieses Satzes ist aber in mathematischer Hinsicht
nicht befriedigend.

Ahnliches trifft auf die Aufgabe 7in § 67 von Schultz zu (MM 594), ein Drei-
eck mit gegebenen Seiten zu zeick . Das icht Proposition 2 ersten

Buches der Elemente. Diese Aufgabe wird von Bolzano reduziert auf den Exi-

12



igen ist ein System von drei Punkten mit

stenzsatz: Lu drei gegebenen Entfe
den k E iglich, Den Beweis dieses Satzes hat Bolzanoe

nicht geliefert.

Schultz (MM 609);

recke d derart dall

lie Aufgabe 30 in § 184 v
zu drei Strecken a, b, ¢ die vierte Proportionale d. d. h.

Ein weiteres Beispiel ist anc

a:h=c:d, zu konstruieren. Das entspricht Proposition 12 des sechsten Buches
der Elemente. Die Enklidische Lisung verwendet die Konstruktion emner Paral-

I

nie zuriick auf die Existenz einer

ie | Elemente 1, 31 ). Bolzano fithrt die Existenz der vierten Proportionalli-

en Entfernung zu drei gegebenen Entfer-

nungen a, b, e, derart dalh alle Pridikate. welche aus Vergleichung von a und b
1,

1s dem

entspringen, denen der ¢ und d gleich wl das wiirde folger

Grundsatz, dall wir keine Vorstellung a priori irgend einer bestimmten Entfer-
nung haben (vgl. Betrachtungen 11, § 39-42 und 1, § 19). Der Bolzar

Beweis ist aber schwerlich als mathematisch zu betrachten. Da wiire es einfa-

cher, die Existenz der vierten Proportionallinie axiomatisch vorauszusetzen.

Auch in den MM hat Bolzano den Gebrauch der vierten Proporitonalli

zu
rechtfertigen gesucht, ohne ihre Konstruktion anzugeben (MM 374)%. Diese
Rechtfertigung geht zuriick auf die angegebene Stelle in den Betrachtungen.

vorkommt., ist
Schultz (MM
1.

Eine Konstruktion, die in fast jedem Lehrbuch der Geome

der goldene Schnitt, die sectio aurea der Aufgabe 32 in § 190 v

ird die

609). In dieser Aufgabe. die sich auch in den Elementen 11, 11 fi
Teilung einer Strecke a in Teilstrecken x und a = x gefordert, derart dall
w*=uaja—x). Die Linge der griBeren Teilstrecke « st 1/2-a(y/5=1). In der
Bolzanoschen Interpretation, welche etwa lauten wilrde: Zu jeder Strecke a ist
die Strecke 1/2 a( /5 — 1) miiglich, ist das ein sehr beschriinktes Ergebnis und
eine leichte Folgerung aus der Miglichkeit einer Strecke ay/n, wo n eine posi-
tive rationale Zahl ist. Diese Miglichkeit stellt wieder einen Spezialfall des all-
gemeinen Satzes dar, daB zu jeder Strecke ¢ eine andere d miglich sei, die zu ¢
ige
it Balzano beweisen zu kiimnen. Darin

Verhiiltnis stehe, d. b, so dall d = we, w ine belie
at. T
hat er sich aber offensichtlich geirrt.
sen kann, hat erst DL Hilbert in seinen Grundlagen der Geometrie (1899)
gezeigl.

Bul hat die Konstruktionslehre wohl sehr einseitig eingeschiitzt. Sie war

w

in einem beliebig

gegebene reelle Zah Satz v

ie man diesen allgemeinen Satz bewei-

jedoch bestimmt schon in der Antike eine abstrakie Th mathematiseher

Objekte, und die Frage nach der Konstruierbarkeit unter Einschriinkung der

2 BGA 2B 372, 5.126.



Ronstrukti ittel ist eine |

sgitime. Dariiber hinaus haben manche Konstruk-

tionen ithren Reiz.

Auller Bolzanos Stellung zu den Konstruktionsaufgaben, die aus seiner Aul-

3 1

g einer wissenschaftlichen Mathematik folgt, erwiihne ich noch etwas zu

den wiederholt vorkommenden Bemerkungen zur Kongruenz.

Im allgemeinen heilen 2. B. zwei Dreiecke in einer Ebene kongruent, wenn sie
i iliche )
cinander iibergefilhet werden kimnen. Eine Bewegung verliuft aber

eiten und Winkel haben, oder auch wenn sie durch eine { i

ibel, wi

der Substituibilitit. Zwei Figuren heillen substi

gegenseilig in

aber nicht auf,

ihren Raum versetzt werden kiinnen, Das hebt die Schwierigh

denn esist nicht deutlich, wie man «versetzen « verstehen soll. Soviel ist aber aus

den Bemerkungen Bolzanos klar, da eine Versetzung im Falle von Figu

I 1

einer Ebene eine Z rung von Verschi n und Dr

Ebene ist. In diesen

niecht
substituibel. Die Verschiebungen und Drehungen bravcht man nicht als wirkli-

1e aufgefabt, sind zwei symmetrische Dreiecke

che, in der Zeit verlaufende Bewegungen zu betrachten. Man kann sie anch als
Punktzuordnungen der Ebene erkliren, d. h. als Abbildungen der Ebene in sich,
Dieser Gedanke war Bolzano nicht fremd, denn geometrische Abbildungen kom-
men in der ganzen Geschichte der Mathematik vor, und er hat sie auch selbst
verwendet, 7. I MM 3:
it verwenden lassen, Die Kongroenz Lt sich d

*. Er hat aber nicht geschen, wie sie sich fiir die Kongru-
'h die
ilivit

enz und Subst

liingentreuen linearen Abbi ngen der Ebene fassen, und die Substit

durch die lingen- und ori
Zum Schlull betrachte ich noch Bolzanos Bemerkung zum Wallisschen Beweis

ngstrenen linearen Abbildungen.

des Parallelenaxioms aus dem Hilfssatz, dabl es zu jeder Figur eine iihnliche von
beliebiger GriBe gibt (MM 644}, In diesem Hilfssatz, der eigentlich ein Axiom ist,
erkennt Bol seinen el Grund der Ahnlichkeit. In der Wallisschen

Formulierung erkenne ich den Grundsatz bei Bolzano nicht. Doch libt die Be-
merkung sich einigermaben verstehen, In Betrachtungen 11, § 3 verlangt Bol-
zano., dall, bevor der Beghriff der Gleichhei ch-
keit gleicher riiumlicher Dinge gezeigt werde. Zu diesem Zwecke schliigt er folgen-

swandt werde, erst die Mig

den Grundsatz vor: Wir haben von keinem bestimmten riumlichen Dinge
Vorstellung a priori. Dieser Gr sollte dann ittelbar die Miglichkeit
h leicher riiumlicher Dinge ergeben. Laut Bol ergibt der Grund,

q

' BGAZE 3/2,5.79.
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ebenfalls die Miglichkeit Ghnlicher riumlicher Dinge (vgl. dazua MM 713" Fiir
Bolzano sagt diese Miglichkeit offenbar dasselbe aus wie der Wallissehe Exi-
stenzsatz. Ebenfalls klar ist. dab er die Miglichkeit erkenntnistheoretisch zu
begriinden sucht, genauso wie beim Mittelpunkt und bei der vierten Proportio-
nallinie, Fiir den Mathematiker veicht die Wallissche Formulierung allerdings.

Allgemeine Geometrie
Wenn Schultz in § 53 (MM 587 ) vom Fliichenteil zwischen den Schenkeln eines

Winkels und in § 54 von Linien innerhalb und auBerhalb eines Winkels redet, so

innerhalb und aullerhally bedeuten.

ist Bolzano sofort dabei zu fragen, was h
Nun hat er das selbst schon frither ecklirt (MM 401 )", doch er fiihrt seine Defini-

tion hier nicht an. Zwar hat Schultz § 29 (MM 575)° das Innere cines Kreises

erkliirt, aber diese Evklirung ist hier nicht anwendbar, weil die Winkelfliche
unbegrenzt ist.

In § 138 (MM 605) identifiziert Schultz das Innere eines Kreises mit der
Menge der Punkte, die dem Mittelpunkte niiher liegen als der Halbmesser, und
verweist dabei anf § 29, wo das Innere als der von der Kreislinie viillig begrenete
Teil der Ebene erkliirt wird. Wir sehen hieraus, dal fiir Schultz die Begriffe § 29
uned § 138 einerlei sind. Bolzano lehnt die Definition § 29 aus methodischen
Griinden ab, weil man das Innere als die Menge der inneren Punkte erkliiven soll
und nicht umgekehrt den Punkt einen inneren Punkt nennen, wenn er zum
Inneren gehiirt, wie Schultz es macht. Das heillt, die Erklirong des inneren
Punktes soll der des Inneren vorangehen. Die [ § 138 lehnt er ab, weil

der Begriff des inneren Punktes schon bestimmit ist, und zwar von Bolzano. Das

konnte Schultz iibrigens nicht wissen. Tatsiichlich hat Bolzano diesen Begriff
MM 2397 allgemein fiir geschlossene Linien erklirt und MM 576° wiederhaolt,
nerer Punkt ciner (einfachen) ge-

Laut dieser Definition ist ein Punkt ei

schlossenen Linie, wenn es keine von dem e ausgehende Linie gibt, die ins
Unendliche geht und die Linie nicht schneidet
henden Mitteln hiitte er beweisen kiimnen, dall beide Erklirungen fiir den Kreis
dieselben Punkte als innere Punkte anzeigen. Das hat er aber nicht versuchi.

Doch hiitte § 29, Zusatz 2 ihn dazo veranlassen kiimnen, die Gleichwertigkeit

t den ihm zur Verfiigung ste-

BGA 2B 2/1, 5126,
BGA 2B 401, 5,66,
5105,




beider Erklirungen zu bewei Zugatz handelt es sich um die Be-

hauptung. dall eine (stetige) Verbindungslinie zwischen

nem duberen Punkte den Kreis schneidet. Dieser Satz sei le
Bolzano, allerdings unter Verwendung sciner Begriffe von innerhalb und aufier-
hall., We
Sehultzsche Defir

rdas aber wirklich versucht hiine, so wiirde er bemerks haben, dall

tion hiitte verwenden milssen, In diesem Zusammen-
hi, ¢

Zusatzes fiir ein Dreieck zu beweisen. Der Fall des Kreises ist etwas einfacher.

e

hang vergleiche man MM 208, 210°, wo Bolzano ver

Im allgemeinen hat Bolzano recht, wenn er gegen die Anfangsgriinde so viel
Bedenken hat, denn das Buch ist we
mulierungen und wenig systen b, 4

Wie nachlissig Schultz sein kann, zeigt die Defimtion MM 612, welehe Bol-
zano veranlabt, noch einmal seine Gedanken iiber Berithren und Grenze zu
formulie ikl
Ebene in einem Punkte C, wenn die Li
die Teile vor und nach C auf derselber

gebrochene Linie, gebildet von den Schenkeln eines Winkels auf einer Seite viner

wissenschaftlich, ungepflegt in

Iso von sehr durchschnittliche

beriihr

ung ist folgende: Fine |
h den Punkt C der El
Seite der Ebene liegen. Also wiirde die

Die Sehulvzsehe

ne geht und

"unkt der Ebene ist, die Ebene im Scheitel heriihren,

Ebene, dessen Scheitel cin

und das ist wohl nicht gemeint, Andererseits wiirde eine Kurve seine Tangente in

einem Wendepunkte nicht beriibren, Diese Erklirung ist also villig unbrauch-
bar. Aber auch die allgemeine Definition Bolzanos ist nicht zweckmiilig. Diese

lautet: » Zwei riumliche Dinge beriihren sich in einem gewissen Teile, wenn sie

diesen Teil gemein haben und sich einander fiie die klew

diesem Teile ans so nahe kommen, als Dinge, die diese Gestalt haben, =
kommen kiinnen, « Er hat diese Formulierung gewiihli. um die Wechselseitigheit

des Beriihrens zu sichern. Das miBlingt aber. denn die Tangente im Punkte A

cines Kreises K st zwar die Gerade durch A, die dem Kreis fiie die kleinsten

-n kommt, aber K ist keineswegs der Kreis durch A, der

Entfernungen am niichs!
der Tangente am niichsten kommt. Ein Kreis mit griillerem Halbmesser kommt

niiher, und es gibt keinen, der der Tangente am niichsten kommt. Doch sind alle

r Gestalt, denn sie sind alle iholich, weil gleich der Gestalt
e

Kreise von glei

eutet wie geometrisch ihnlich (MM 103
er Erklirun

« soviel

Als Folge

ren einer im loneren des anderen liegt. Diese Winkel heriihren sich in

fithrt Bolzano das Beispiel zweier Winkel an, de-
Scheitel-
punkte, wenn die beiden Restwinkel gleich sind (siehe nachstehende Figar).

Y BGAZB2/2,
" RGA 2B 2/1,

5,221, 224,
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Die Winkel BAC und DAE beriihren sich
e also in A, wenn die Winkel BAD und CAE
gleich sind. Das ist fiir spitze Winkel jeden-
fallz richtig. Denn erstens sind alle Winkel,
die dem Winkel BAC iihnlich sind
BAC gleich und dasselbe gilt vom Winkel
DAE (vgl. Betrachtungen 1. § 22). Das mehr
oder weniger Benachbartsein der Winkel

ch dem

hiingt also nur von der Lage des Winkels DAE innerhalb des BAC ab, also vom
Winkel p = £ BAD. Sei nun £ BAC=f. £ DAE = a, AP = AR = a. so ist fiir
gegebenes a die  Entfernung der Winkel der geibte Wert von PO und RS, d.h.
Max (PQ. RS}

Ferner ist P = a sin g und RS = a sin ((f —a) — ). Es fragt sich also, fiir

welehen Wert ¢ der Wert Max (a sin g, a sin () = @) = ¢ ) minimal ist, und man
bestiitigt leicht, 2. B, durch Vergleichung der graphischen Darstellung beider
Funktionen, daff das Maximum file = 1/2- ([ —a) minimal ist, d.h. wenn
ZBAD= ZCAE.

Was nutzt das aber, wenn die Erklirung den allgemein verwendeten Begriff
der Berithrung nicht erfalit?

Betrachtet man die Funktionen etwas genaner, so sicht man, dall die Lisung

fiir stumpfe Winkel nicht ric denn wenn fi—o=120°, so gibt es drei
Werte von ¢, wo das Maximum minimal ist, niimlich g = 0°, ¢ = 60° und ¢ = 120°,
i b wenn AD mit AB zusammenfillt, bzw, & BAD = £ CAE, baw. AE mit AC

zusammenfillt. Fiir f - a>=120° gilt e nur die Losungen ¢ =0 und ¢ = f - a,

. wenn entweder AD mit AB oder AE mit AC zusammenfillt. Fiir diesen Fall

ist die Behauptung von Bolzano also falsch.

Bei den Erklirungen strebt Bol grifite Allge

an. Die Allgemein-
heit wird aber oft so weit getriehen, dal ihr Informationsgehalt nahezn auf Nall
schrumpft. Mit solehen Erklirungen kann man fast keine nennenswerten Resul-
tate erhalten. Sie bringen auch keine Ordnung in die Erscheinungen, Wenn er
selbst Mathematik betreibt, so verwendet e meistens die iblichen Begriffe und
schlieBt sich inshesondere betreffs des Berithrens dem allgemeinen Gebrauch
an, d.h. ‘berithren: will soviel sagen wie, eine gemeinzame Tangente oder Tan-
gentialehene haben,

Mit dem Beriihre

engste zusammen, denn wenn

1 Bolzanoscher » hiingt der Begriff der Grenze anfs

man von der cinen Seite ei

Ebene zu einem

Punkte der anderen Seite gelangen will, so mull m insame Grenze der

siden Halbriume durchqueren. Das ist der Zusatz 1 von Schultz (MM 613),

17



Die beiden Halbriume berithren sich in dieser Ebene, denn sie st ihre gemein-

same Grenze, Bolzano hat schon frither versucht, den Be der Grenze zu
ider Erfolg (vil. MM 187, 208, MM 309, 311,

312)", In diesen fritheren Versuchen war die Rede von einer Grenze eines ¢

estime

ht mit grobe

gen geometrischen Gebildes. Jetzt aber (MM 613) schliigt er einen anderen Weg
ein. Als eigentlichen Begriff der Grenze stellt er folgende Erklirung auf: ein
Raum heibt von einem anderen durch eine Grenze abgeschieden, wenn keine
Linie aus einem Punkte des einen zu einem Punkte des anderen misglich ist, ohne

durch etwas, was man eben um dieser Eigenschaft willen die Grenze nennt, hin-

durchzugehen. Bolzano hat diese Erklirung anfgestellt, um zu zeigen. daf oben-

psatz 1 von Schultz ein seher Satz ist. Wenn Schultz das selber

genannter
sogemacht hiitte, so wiirde Bolzano sagen, dabl er es sich leicht mache. Es kommt

hinzu. dall er denselben Fehler macht, fiie den er so oft Schultz und andere

getadelt hat, niimlich ein bestimmtes Wort bald in dieser, bald in jener Bedeu-

tung aufeufassen. Ferner verstiBt die Frklirung gegen seine cigene Methodik,

iere und dann die Grenze als

die verlangt, dab man erst den Grenzpunkt de

Menge der Grenzpunkte. Aber wichtiger ist, dab die Evklirung auch in mathe-

matischer Hinsicht nicht gut ist, denn erstens gehiet die Grenze nicht zu einem

einzigen Raum (Kirper), sondern zu zweien, und zweitens ist die so de
Grenze villig unbestimmt. Wenn man 2. B, zwei auseinander liegende Kugeln
hat. so kann man cinen Punkt der cinen mit einem Punkte der anderen durch

eine Linie verbinden, die ganz in einem beliehigen, beide umfassenden Kirper

liegt. Das Aubere dieses umfassenden Kiirpers gehiirt also nicht zur Grenze,

Einen belichigen Punkt im Inneren kann man aber auch immer vermeiden, a
auch die Punkte der Kugelflichen. Diese Erklirung bildet also keinen Fort-
sehritt, und wir miissen weitere Versuche abwarten.

Betrachten wir schlieBlich noch kurz einige Bemerkungen Bolzanos z2u Langs-
durfs Anfangsgriinden (MM 672-680). Langsdorf setzt sich in diesem Buche das

Ziel, die Mathematik auf ganz newe Prinzipien zu griinden. Das Newe in seiner

Geometrie bilden die Raumpunkte, Neben den iiblichen (geometrischen) Punk-
fimlich von Linien, Flichen
te, d. h. Punkte, die fiir
sich selbst denkbar sind. ohne Grenzen bestimmter Art von Ausdehnung zu sein,

ten, Linien und Flichen, die er als blobe Grenzen,

und Kisrpern betrachtet, kennt er auch noch Raumpi

Die Raumpunkte sind einfach. Sie haben selbst keine Ausdehnung, aber mehr-

fach nebeneinander gedacht, ergeben sie den Begriff der Ausdehnung. Der Ge-

danke aber, dall zwei Punkte nebencinander liegen kiinnen, ist Bolzano zuwi-
L BGA 2B 2/2, 5. 183, 221 und BGA 2B 372, 5,33, 36-38,
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der. Sie fallen zusammen. d. h. sind eins, oder sie sind verschieden und haben
e

dann eine Entfernung. Das gilt auch fiir die R punkte, weil

also die R punkie nek i ler stehen, so miissen sie wenigstens

be-

eiten hahen. in denen sie sich berithren, weil kein Punkt dazwisch

hen kann. Wenn s
noch so klein. Bol deutet die R punkte also als Wiirfel oder Kugeln, und
fiir die Ebene als Quadrate,

Diese Auffassung basiert auf Sextus Empiricns Adversus Physicos 1.
386—387. wo dieser zeigt. dal cine Linie keine Reibe von Punkien sein kann.

Seiten haben, so haben sie anch cine Ausdehnung, sei diese

Denn, so sagt Sextus, wenn das so wiire, witrden die Punkte einander beriihren,

entweder im Ganzen oder in ihren Teilen. Im Ganzen kiinnen sie sich nicht be-

nkte

rithren, weil sie dann zusammenfielen, und die ganze Linie aus einem

in denen sie sich beriihren, sie sind also nicht

bestiinde. Also haben s

einfach. Weil I lorf anni dall die R punkte nebeneinander stehen
kisnnen, filhlt Bolzano sich gezwungen, von ihrer Einfachheit abzusehen, daher
die Des

len zu zeigen, weleh sonderbare Konsequenzen, die Langsdorf nicht gesehen

ag als Quadrate. Dann setzt er sich daran, in ¢iner Anzahl von B

hat, daraus Mieben,

Auller dieser sogenannten Raumgeometrie enthiilt das Buch noch mehr son-
ir Bol-
en, sondern
atik kein Platz

derbare Sachen. So lehnt Langsdorf die unendliche Teilbarkeit ab, d

ht nur fiir die geometrischen Ausdehn
Langsdorfs Matl
fiir TrrationalgriBen, unendliche Reihen, Asymptoten usw. Natiirlich ist Bol-

zano feststeht, und

sogar fiie die Materie im Raum. Ferner ist

zano damit nicht einverstanden. In der Auffassung von Langsdorf sind Punkte,

Linien und Flichen keine Raumteile, d ht mit dem Ganzen gleich-

artig. Fiir Bolzano kimnen Teile aber auch ungleichartiz mit dem Ganzen se,
Punkte, Linien und Flichen sind fiir ihn also auch Raumieile, und es ist erlaubt

au sagen, dall cin Kirper aus Flichen, Linien und Punkten bestehy,

Allgemeine Mathemarik

Allgemein betrachtete man damals die Mathematik als die Lebre von den Gri-
Ben. Wenn Langsdorf (MM 675) aber hi : blob in Beziel

Grife, so kann Bol dus nicht hinneh denn insk lere in der Geome-

gz auf ihre

trie untersucht man auch Verhiiltnisse zwischen Figuren, die nicht zu ihrer

Gribe gehiiren. Ohine Zweifel aber hatte — oder bestimmite doch — damals fiir die

Math iker jedes g ische Gebilde eine Grile, die endlich oder

unendlich sein konnte. Diese Auffassung fiihrt aber zu Schwierigkei



mehrere Mathematiker sich bewulit waren und die insbesondere Schultz zu 1i-
sen versucht hat. Als GrisBe eines Winkels z. B, betrachtete man allgemein die
Grislle der Fliche zwischen den Sehenkeln, Zwei Winkel kann man dann verglei-
chen, indem man das Verhiiltnis zwischen ihren Fliichen bestimmt. Vergleicht
man alle Winkel mit einem gegebenen Einheitswinkel, so milit man sie, 7. B. in
Graden. Daraus ergibt sich dann, dall zwei Winkel sich wie ithre Flichen verhal-
ten (Schultz § 56, MM 589). In seinem Bestreben, die Sache so griindlich wie
miglich vorzutragen, beweist Schultz den Satz § 57, dab zwei Winkelflichen
zusammen griiber sind als eine von ihnen. Laut Bolzano verwendet er dabei den

Satz, dab fiir endliche GriBen das Ganze griBer ist als der Teil. Dieser Satz ist

nicht anwendbar, weil nicht bewiesen sei, dall die Grillle des kels eine endli-

che ist, also ist filr Bolzano der Beweis unrichtig. Schultz aber war sich der

m Euklidischen Axio

Schwierigkeiten mi

dall das Gange grisber als der Teil

ist, wohl bewubBt, und er hat es auch nicht unter
Beschriinkung auf endliche GriBen angewandt,
wie Bolzanos Darstellung erscheinen libt, Be-
trachten wir folgende Figur, wo AC/DE,

Die Winkel BAC und BDE sind gleich, also
sollten auch ihre Winkelflichen gleich sein, Wendet man nun das Euklidische
Axiom an, so wiirde die Fliche BAC kleiner sein als BDE, weil die (unendliche )
Fliche CADE ihr Unterschied ist und die Fliche BAC also ein Teil der Fliche
BDE. folglich die Winkel ungleich. Die Winkelfliche ist eine unendliche GriBe,
wie also kann Schultz das Euklidische Axiom anwenden, wenn er doch der Mei-

nung ist. dall es nicht allgemein auf unendliche Grillen zutrifft # Das riihet da-
her, dall er das Axiom durch einen beschrinkten Satz ersetzt. An der von Bol-
zano angegebenen Stelle beweist Schultz ndimlich folgenden Satz: Wenn ein Teil
b des Ganzen b + a entweder seinem Nebenteile a gleich, oder dieser ein endlich-
vielster Teil von jenem ist, so ist jeder von den Teilen kleiner als das Ganze. Aus
der Anmerkung ersieht man, dal der Satz auch file unendliche Grilen gelten
soll. Teh gebe den Beweis kurz wieder, weil man daraus ersehen kann, daB man
damals mit dem Unendlichen genauso rechnete wie mit dem Endlichen.
Beweis von Schultz:

1.b=a. Damnistat+a=h+b=b+aunda<a+a=b+a.b<h+b=a+h.
2. b#a und a endlichvielster Teil von b, also a<h, also a<b +a.

Ferner gibt ¢5 ein endliches m. derart dall b=ma oder ma<bh<ma+a.
Wenn b=ma soist b+a=ma+a, ma<ma+a also b<<ma+a, also b<<h+a.
Wenn ma<h<ma+asoist hb=ma+p mit a=p=>0, also h+a=ma+p+a,
b<ma+4aalso b<h+a.
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Dieser Beweis, auf den Schultz sich ziemlich stolz zeigt, ist nicht sehr schiin -
was noch angehen mag — aber er ist sogar unrichtig. Der Fehler steckt in der
Annahme a<<a+ a, die zwar fiir endliche GriBen richtig ist, aber nicht allge-
mein. Fiir unendliche Griien kann sehr wohl die Gleichung a=a+b mit b0
bestehen und ebenfalls a=a+a, wo die Nebenteile dem anderen Teile gleich
sind. Man beachte iibrigens, dall Bolzano MM 335" { Anfang 1814) ehenfalls der
Meinung ist, dal fiir Griflen a und b die Gleichheit a = a 4+ b nur bestehen kann,
wenn b=10,

Im obigen Falle der Winkel BAC und BDE ist der Nebenteil CADE der Fliiche
BAC kein endlichvielster Teil von BAC, denn die Fliche BAC Lilit sich aus
unendlich vielen nebeneinander gesetzten Streifen gleich CADE zusammenset-
zen. Also ist der obige Sate nicht anwendbar, und der Winkel BAC kann sehr
wohl dem Winkel BDE gleich sein, Auf diese Weise verschwindet di
heit. der Preis ist aber in Falschgeld bezahlt. Man beachte iibrigens, dal man
nicht folgern kann, dall die Winkel BAC und BDE gleich sind.

In der Bolzanoschen Mathematik spielt der Satz von der Ahnlichkeit eine

Ungereimt-

wichtige Holle. Diesen Satz findet er bei Wallis und WolfT, und auch frither hat er
ihn bei Ide (MM 458)" als stillschweigende Voraussetzung entdeckt. Bei Wolff
(MM 664} ist dieser Satz cine unmittelbare Folge der Definition der gleichen

Bestimmung, d. h. 2wei Dinge heillen auf dieselbe Weise hestimmt, wenn sie nach

derselben Regel aus dhnlichen Dingen
§ 17 heibt der Satz »

iihnlich«, und in

estimimt werden. In Betrachtungen 1,

inge, deren bestimmende Stiicke dhnlich sind, sind selbst

wen Bemerkungen zu Ide formuliert er den Satz so: Dinge,
welche auf dhnliche Art bestimmt werden, sind ganz iihnlich. Dabei mull man
»auf ihnliche Arts offenbar lesen als »nach demselben Gesetz ans ihnlichen
Dingen«.

Wolff triigt den Satz als Satz der Geometrie vor, aber fiir Bolzano gehiirt er
zur allgemeinen Mathematik, weil er nicht nur fiir geometrisehe Objekte giiltiz
ist. Obgleich der Satz schon in der Philosophia prima (1730} von Wolff vor-

kommt, war das Bol nicht beb und laut Betrach I, § 24 hat er

die Lehre von der Ahnlichkeit selbstindig entwickelt.

Der allgemeine Satz der Ahnlichkeit, der nicht auf die Geometrie, ja micht
cinmal auf die Mathematik beschrinkt ist, kommt auch in den MM {1813) vor,
In MM 277" heillt es: - Die Eigenschaften der Folge werden bestimmt durch die

" RGA 2B 3/2, 5.80.

“OBCA 2B 4/1, S, 186,
" BGA 2B 3/1. §. 146,
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b
schaften haben, haben selbst dieselben Eigenschaften«. Der geometrische Satz

Eigenschaften des Grundes«, oder « Alle Folgen, deren Griinde die Eigen-

ist als

Spezialfall dieses Satzes zu betrachten, indem man bestimmende
Stiicke fiir Griinde und Dinge fiir Folgen setzt.

Diese Substitution pabt gane natiirlich in den Gedankengang Bolzanos und
wird auch von il selber MM 279" angegeben: « Der ganze Grund vom Dascin
eines Dinges sind die bestimmenden Stiicke vereinigt mit noch einigen anderen

Regeln <, d. h. mit den Regeln. welche die Weise des Bestimmens des Dinges ange-
ben, ader mit dem Gesetz, nach dem das Ding aus seinen bestimmenden Stiicken
anfgebaut wird.

Zum Schlub hebe ich noch eine Bemerkung hervor, in der Bolzano den Begriff
der Reihe priizisiert. In § 5 seiner Anfangsgriinde der Geometrie erklirt Langs-
dorf cine Raumlinie als e¢ine Reihe von unmittelbar nebenecinander liegenden

R kten. Weil Bol das Wort Reihe in diesem Zusam

snhang michi

verstehen kann, erklivt er MM 677 noch einmal, was man unter einer Reihe
: » Eine Reihe ist eine Menge von Dingen, deren jedes mit zwei anderen

in einem gewissen Verhilinis steht, wie sonst mit keinem anderen . Als Beispiel
e 3, 6, 12, 24, beliebiges Glied (mit Aus-
nalme des evsten) der Reihe ist das Doppelte d-»-. vorangehenden und die Hilfte
des folgenden.

Die Folge 1.1, 1.1
mit keinem anderen « ist hier nicht ecfiillt,

einer Reihe gibt er die B

bildet also keine Reihe, denn die Bedingung « wie sonst

Die ersie Reibe kann man auch bestimmen durch das Bildungsgesetz
tin+1)=2t(n).

In der Wissenschafislehre (1837) § 85, wo er wesentlich dieselbe Erklirung
verwendet, rettet Bolzano die Folge 1,1, 1, ... als eine Reihe, indem er behanp-
tet, dall wir in diesem Falle nicht die Gegenstiinde selbst, sondern unsere bloben
Vorstellungen derselben betrachten, Wir sind dann geawungen, die 1 der Reihe
nach dureh 1, 11, 12, 1%, ... vorsustellen, mit dem Bildungsgesetz tin) =1""",
Das ist aber eine demliche Ausrede, die dem nicht zur Verfiigung steht, der sich
die 1 nur als 1 vorstellt.

i den sogenannten rekurrenten Reihen, wie z. B, der Reihe von Fibonaeei:
1 =lundtin+2)=tn+ 1)+ tin) mub eine neue Ausrede er
den, denn das Glied tin + 2) Libt sich nicht ans einem cinzigen Glied bestimmen.
Diese Schwieri
Glied tin+2) mittelbar aus t{n + 1} bestimmt wird, Ferner kann man noch

INEn Wers

gkeit wird iiberwunden, indem er in solchen Fiillen sagt, dafl das

Y BGA 2B 371, 5,149,
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hemerken, daB nach der Bolzanoschen Erklirung Wissenschaftslehre § 85 das
zweite Glied der Fibonacei-Reihe 1, 1.2, 3, 5, 8, ... Anfangsglied ist, denn es
kann weder unmittelbar noch mittelbar aus dem ersten bestimmt werden. Das
erste Glied wire weder Anfangsglied noch letztes Glied noch inneres Glied. Doch
braucht man es, um die Reihe herzustellen, H. Hahn hat 1921 schon zu § 7 der
Paraduxien des Unendlichen bemerkt, dall die reellen Zahlen nach Bolzanos
Definition eine Reihe bilden und demnach auch die Punkte einer Linie. Diese
Ausdrucksweise, die z. B. Detmold (MM 496)" und Langsdorf (MM 677) ver-
wenden, wird aber von Bolzano mit Entschiedenheit abgelehnt. Dieser ungliick-
dal er den ihm vorschwebenden

liche Sachverhalt wird dadurch verursa
Begriff der Reihe cinfach zu allgemein zu formulieren versucht hat. Dieser Ver-
such ist nicht gelungen.

B. van Rootselaar

" BGA 2B 4/2, S.4.
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Miseellanea mathematica. 1 7.

Forts,|etzung] dlelr Ke[i)t[ilk ible]r £ Schultz's Geom|[e]erie." |

§.46. Llelhrs.atz] 100 Dfie] Sfummje 2]efe Njeblen|W:lmkel] ist 2 r.echten]
Wilinkeln| glled|ch. || #

#Zuslatz]®.2. Alle W:[mkel] ACD, DCE, ECF, dlie] in dle]rs.felben] Ebjenje
im Schleiife]l C auf efine|r S.Jeite] vion] AB | moglfi]ch sfin]d, slin]d z[u]-
sfalin[men| so grfo|ll, als 2 Ble|chte, Denn sie blejstjefhfen] a.fus] 2 N]e|blen]-
wilinkeln] || ACD + DCB (5.42.), = *(D[efr S{aftz ist [nu]r dann wlalhe, wlenn|
delr Flfalchlen]rfamn] jle]die]s dlielsiele | Winlklell an dien] 2[e]e and]e]-
rleln grlefuzt, able]r glan]z aulle|rha]lb j[e]d[e]s and[e]r|e]n liegt. — Auf d[ie]-
sfen] | Umstfan]d [mii]Bte also auch im Ble|w|ed)se Rldlcks[icht] glenom|men]
wlelrd[en]. ) ||

Zus.|otz] 3. Also s[in]d alle W:[mkel], d[ie] in d[e]rs.[elben] Eblen]e im Schfei]-
tle]l G ringsum miglfileh || siln]d, z[ulsfalm|men] so grio], als vier ffejehe.
“(Wlellche Wlnlk[e]l sifu]d das? = Wann | kann mfan] saglen], dfa]6 eben]-
wlellche Wmlk[e]l ring|s|fle]dum| um elinen| Plunjet lieglen]? Sollte das
[nijeht | erst erkl[a]n word[en] sevn? Die Erkl|drung] hine beyl[dnfig] so
ausfalllen] [miilsslen]: Fin Planjet | ist rfin]gsum vjon] Wilinkeln] umgle]-
hlen|, wlenn] jede v.[on] d[en] Linfien] dfie] afus] dfie]s[elm P.[unkie] in d]e]r-
s.felben] Eb[en]e ausglelhleln, | 2u zey Wlinlk|elln glelhint, ulnd] diie]
Ebjen|e kleine|s dfie]sfe]lr Wlin]k[e]ln in dle]r Eblen|e des and. feren] liegt. ||
Da dlejr V]er|flasser] auf dlie|se ErkL|drung] glalr k[eine] Blicks.[icht]
nlimmt sond.[ern] [nulre dfie] Wlin]k[e]l dlie] dble]r efine]r glelw|i]ss[en] |
Lofimee] diure]h C, wnd] dlie] Wlmlk{e]l, die] [un]tfe]r diejes.elben] heglen],
zlulslalm[men] add.[rert], jede dlielslelr | Sumlmen] glleilch 2R schfa]tzt
wosow.: so st s fein| Blewlei]s offfen|blalr fe|hlfe]rh[a]f)® ||

§.47. Lle)frs[atz]. 11, W]enn] dfie] Sjummle 2[e|r W.mkel] DCB, DCA, dfie]
in dfe]rs.[elben] Ebfenle dfen] Schien]k[e|l CD gle]m[ein] | hablen] “(u[nd] -
[mu | noch beyglels [etet] wlelrd[en]. dfe]r]en] Ebjene|n aullje]d]a]lb ¢finan]-
dlelr lieglen])® 2 rlelchtfen] || Wilmkeln] glleieh ist, so sfin]d sie
Nfelblenw(in]kle]l. *(Da im Blejw|eilse k.[eme] Rlid]cks.Jicht] ajull dfie]se
flelhlfen]de | Ble]dinglunlg gle]nomfmen] ist, so
§.48. Erkl[drung] 20. Ein Wlin]k[e]l, delr < 2R heibt ein hohd[e]r, d[e]r > 2R,
ein erfable|n|e]r |

L I8 = ist doppelt unterstrichen,
b Die Zeilen 13-17 sind vorne durel einen Steich markiert.
' Fortsetzung von MM 561-584.




“{Wie v|e|rtrag[en] sich doch dlie]se Blelg[ri]ffe [mi]t d|e]r §.41. aufgfe]st[e]ll-
tlen] Erkl[drung] elmels Wmkels] dblelrh.aupt]. und] dle]r | Z|usatz] 1.
dfajzu gle]fiigtfen] Blejm(e]rkunlg v.[on] d.[er] Fildlche des W[inkels]. Zu-
Nollge dlielsfe]s Z.[usatzes] u.[nd] §.42. Z [usatz] 2 ist j[e]d[e]m || W.[inkel] =
elinle glewisse Fildlche (freyl[ich] [nijcht m{i]t ausd[ric]kl:[ichen] W{a]r[en])
beyglelllelgt word[en], nfdlh[m]i[iJch dle]r Thlei]l d[e]r | Eblen]e, in d[e]r er
liegt, d|e]r zu[ischen] d[en] Schlen|kle]ln liegl. Es ist ebfen]so stillschw. [eigend]
vor{au]sgle]s.[etzt] word[en], | d[a]B dfie] Seh[en]k[e]l d[ie}se Fljdjche ble|stim-
[men], w.[nd] eblen] da]rfau]lf dfie] Ble[hlau]ptiun]g & 44, gle]g[rin]d[e]t wor-
dlen], | da]ls jlefdfe]s Paar N]e|b[en]w.linkel] de]m and.[eren] gllei]ch sey;
ingl{eijchlen] Z [usatz] 2. d[a] d[ie] N[e]b{en]w[in]k[e]l gl{ei]chle]r W:[mkel] |
glleilch seyfe|n. u.s.w. — Jezo erfahrlen] wir Z.[usatz] 1. aufl e[inmalhl, d[a]i
[un]sfe]re stillschw.[eigend| ge-{m[ajchte Vorfau]ss [etzung] fTa)lsch sey, w.nd] =
d[u]B je 2 gle]r:[ade] Llinien], dfie] [mi]t e[inan]d[e]r indir{e]ct 2{u}s[a]m[men]-
stoss[en] 2 W inl&kle]l, | afdlh{m]l[i]ch e[inen] hokilen] u[nd] e[inen] erhablenen]
bild[en], d[ie] e[inan]d[e]r in Rlsic]ks.[icht] ihrlefr Flfileh{en] [nilehts wle]nli]-
glelr als | im[me]r gllei]ch s[in]d. Denn Zus{altlz] 1. heifit es ausd|[ric]kl[i]ch:
»Also macht efine g.[erade] L.[inie] | CE die dle]r gle]r{ald[en] CB indirle|ct
entg [egengesetzt] ist, [milt dfie]s[e]r nach d[e]r ei[nen] Seite v.]Jon] ihr efinen] |
hohifen] W.[inkel] ECB, d[e]r = ECD + DCB, u.[nd] nach d.[er] entg.[egenge-
setzten| S.[eite] e[inen] erhablenen] ECB, || dle}r = ECA + ACF + FCB ist.
o *(Wie ki[nnen] wirt also dfie] vorh|e]rgle]h.[enden]
E S[étze | jleltzt noch geltfen]? ) |
\ “(Wie hlef|lt dfejon able]r dfe]r Flfd]ch[en]r]awm]
q EDBFA dlen] dle]r erhablenle Wlinkel] ECA |
blejgr{elnzt, zwefischen] s:[einen] Schlen]k[e]ln
£ eingle]schlossfen]? ) ||
Zuslatz] 3. V.[on] 2 N[e]b[en]w[in]k[e]ln DCB, DCA ist jleld[e]r ein hohle]r.
Denn da ihre Sfumm]e | = 2R ist (§.46.) so ist j[e]d[e]r v[on] ihn[en] < 2R
(A [Ngemeime] M. |athesis] §.19. 7. [usatz] 1) |
*( Allein, wlenn] wir schon §.46. glejwlu]Bt, worlii]ble]r [un]s erst jle]tt dfie]
Auglen] aufglelthan wlurld[en], | d[a]l es auch W.[inkel dlie] = 2R si[u]d
glelblen] kii[nnje; so hitfen] wir §.46. [ni]cht z[u]gle}zle]blen] ||
Denn afus] dler] Erkl[drung] de]r N[e]b[en]w.[inkel] § 42, (ut com.[mune])
flolgt k[emne]swielgs, da]id sie [nijcht jle]d[e]r erhablen] s.[ein] ka[nn]-|teln,
wol [ern] es iible]rh.[aupt] erhablen]e Winkel] gibt, |
* Urspriingich lautete der Sate <., wir die ... Siitze gelten lassen?s, cwirs ist versehent-
lich nicht gestrichen.
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Zus [atz] 4. V.[on] 2 schief[en] *(d. h. nach §. 42, unglfei]ch[en]) N[e]b[en]w:[in-
keln] ist dle|r kljeine]re spitz, d|e|r gri-|Blelre stlum]pf (Gilt [nu)r in d.[em]
Fla]lle, wlenn] beyde hohl | si[n]d. Denn ist efine]r, d[e]r grfa]B]e]re, erhabfen],
so kann dfe]r kl[eime]re i[mme]rhin stfum]pf o[der] rlelcht slein].)® ||

Zus [atz] 5. Dfe]r N[e]blen]w.[inkel] e[ine]s stfum]pflen] W.[inkels] ist spite,
eline]s splijtzlen] stlum]pf. *(Flajlsch: wlenn] dfie] Wilinkel] er-[hablen]
si[n]d, beyde, ofder] e[ine|r.)® |

§.49. Erkl[dirung] 21. Wlenn] in efine]r Eb.[ene] e[in]e L.[infe] GCF [mi]i
efine]r gle]rfajden] AB in C dlejrgle]stfallt z[uls[a}m[men]stifle, d[a]B | in®
d.[er] erstlen] 2 Th[eille HC, CI auf d[e]rs.[elben] Seite v.[on] AB licglen], so
blelrifren] sich dlie] L.[infen] GCF || u[nd] AB. *(W[a]hr, able]r ein L[e]hr-
s.fatz] u.nd] k. [eine] Evkl[drung], wlei]l es [nu]r £fir] dlen] Fla]ll gilt, wo sich
dlie] | kr.fumme] L.|inie] in 1 Eblen]e ble]flin]d{e]t: ble|k[ann]t]i]ch gibt es
ab[e]r auch kr:[umme] L:inien] v [on] dopple|l.[ter] Kddmmunlg. dfie] [nilcht
in Efine]r | Eb.[ene] lieglen], auf wle]lche also dfie]d M[e]rkm[a]hl des Ble]-
riihr[en]s [ni]cht anw[e]ndbla]r ist.}* Im entg [egengesetzten] | Flalle] schnei-
dlen] sie sich ————————aw “(Das Blelriihelen] ist also efin]e Art des Stos-
sens?)® |

Zus.[arz] 1. Wlenn| 2 ind[i]delet entgle|g|enge]s:[etzte] g:|erade] L:[inien] CG,
CB dlurc]h C v[e]r]ang[e]ri wle]rd[en]; o sehneid[en] sie || sich in C. Denn es
sey CA dlie] V]e]rlang]e]rfun]g v[on] CB: so liegt
dfie] V[e|rlingfe]r[ung] | vlon] GC entw.[eder]

i glleilehffallls in CA. o[der] dible]r AB in CE,

B / . older] [unftfe]r AR in CF.| (8.27, ulnd] §.41.
Z.[usatz] 3). N|un| ablelr kann sie wle]d[e]r in

/: CA, noch in CE lieglen], | dle]on sonst wire ent-

3 w.[eder] GCA ofder] GCE vin gle]r{ald[e]r W.[in-

kel] (§.42), flo]lgllich] = GCA + GCB | (§.43. Z.[usatz]). w[e]lch[e]s ung[e]-
rlei]mt st (A[lgemeine] M.[athesis] §.16, 7 [usatz]) u.s.w. *(Diese Ungle]-
rlei]mthled]t flollgt [nulr erst dla]on, || wlelon @mlan] a[nnimmlt, dfa]f d[e]r
W.[mkel] GCA o[der] GCE ein Thiei]l v.fon] d.[er] Eben]e s.[ei] d[ie] aul
Ei[ner] 8eitle de]r g.[eraden] L[inie] AB liegt. | Wlellchle]s all]e]s, so wie d[ie]
Sldltze, auf dlie] dlejr Vier]f[asser] sich hier bleruft §.43, Z.[usatz] u.s.ow.
noch | [nilcht erwies[en] ist, — U.[nd] wie hittje]n sich alulch dfie]se W]alhr-
hleitlen] soll[en] erwlei]s[en] lass[en]. da gar | k.[eim] dewtli]ch|elr Ble]a{ri]ff
w.[on] den] Glelglen]stfdn]d{en], v.[on] wle]lch[en] sie hand[e]ln, bish[e]r ge]-

4 Die Zeilen 14-16 sind vorne durch einen Strich markiert.
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glelblen] word|en] ist. Was heiblt | denn, um [nu]r Eline]s z[u] erwld]hn[en],
»CF blelflin]dlelt sich auf dle]r [un]tfe]fe]n, dh. dle]r.]enigen] 8.eie] dielr
Ebfenle, wie|lch|e] || dle|r, worlau]fsich CG ble|flin]d|elt, entz|elslenge|s.[etzt]
iste? Woran erk[enn]t mfan]. dla]l sich d[ie] Llinie]. o[der] auch |nulr 2|
Plun]ete auf entglelglengels.[etzten] Seitfen] blelflin]d[en]? So lange dfie]s[e]s
[ni]cht ble]st[imm]t word[en] ist; we]rd[en] wir nie | im St]ande] s.[em], v.[on]
eline|r glewiss|en] Llinie], o[der] eilnem] gle|wissfen] P.[unkte] das ([ni]cht
alelale]blelne) Urth[ei]l auszfu]sprie|chlen], er ble]flin]de sich a[u]f d[e]r ent-
glelelengesetaen] | Seite].« denn wir hablen] ja k. [ein] Kle]nnz[ei]ch[en]. ) |

Zus.[atz] 4. Wlenn] in efine]r Eb.[ene] ein Plun]ct G auf dfe]r efinen], u[nd] ein

and[e]relr F auf dle]r entg.[egengesetzten] S.[eite] d[e|r un-||ble|gr[e|nzt/en]

aleraden] L|mie] AB liegt; so [mull jlelde Lmie] GF “(es sollle beyg[e]s.[etzt]
s[ein], dfie] im[me]r in dfe]rs.[elben] Eb[en]e viele-|blledbt)® dfie] glelrlalde
AB in irglend ei.[nem] Plan]ete C schneid[en]. Denn ginge sie [nilcht d[urc]h
dlie] gle]m[ein]s.[chaftliche] | Grle]nze AR d[e]r beyd[en] entgle]glenge]s:[etz-
ten] Thleille dlelr Eb[en]e; so wiire sie [nilcht stetfi]g. also k[ein]e | Linile.
8.7 |

Y Glelglen] diie]sen Blelw(ei]s gle]ltfen] fla]st dies[e}lb[en] Er[imnerun]glen],
dlie] wir blei] dle]lm &hnllichen] S[altz § 29, Z[usatz] 2. vorgle]brlajeht ha-
blen]. | Wir hablen] schon bjei] §.27. ecfinner]t, da|f dasfe]lbst [ni]cln
erklfi]ret wlelrde, wlals dlie] Ble]d|enjsart heisse: efin}e unbe-|grle]lnzte
Eblen)e wlir]d dlurclh efin]e unblelgre|nzte glerade] L.[inie| in thr getheir,
u[nd] zwla]r wie man] stillschw.[eigend] vorfau]ss.[etz1], in | zwey, [nilcht etwa
3 ofder] 4 Thiei]le. Nicht efinmalhl, sage ich, erkl[d]rt w(ir]d dfie]ll dort, um
wie v[ie]l wlelnli]gle]r | envieslen]. — Nach § 9 heilit e[ije Gr[6]8e thlei]len].
dlie] glelm|ein]s.[chaftliche| Grle|nze dle]r beyd[en] Thlet]le ble]stfimmen].
Also | [mulfte mfan] darth.un], d[a]B in dle]r [un]b[e]grenzten Eble]ne
dfurclh dfie] gleralde Llinie] 2 ble]gr[e]nzte Dfin]ge entstle|hfen], u.[nd] da]d
dle]rs.[elben] glejm|ein]s.|chaftliche] | Grlelnze AB ist. N[un] ist ab[e]r dfe]r
Blelg(rilff d[e]r Grle]nze [nu]r m[e]ch[ani]sch erkl[d]rt, Aufhdlr{en] o[der] An-
fanjglen] | dfe}r Thlei]le! Dajmilt ko[nnen] wir [nileht z[u]fried|en] seyn. |
Flelrnle]r dfelr Theil M ist [ni]eht nach alllen] Seitffen] blelgr{e]nzt dlurclh

M o dliel g.lerade] L.[inie] AB, sond.[em] [nu]r nach | efi-
N

Y nelr glelwissfen] Seite, ofder] in ei.[nem] gle]wiss[en]
Vlejrst[an]de. ||

Warfum] gilt [nun] diefr S{ajt [nulr v.[on] efine]r gle]r[a]d[en] ins = gle|zog]e-
nen] Llmie]. [nileht v.Jon] irglen]d efine]r endlli]ch[en]. Sollte | d[e]r Grun]d
hier [nilcht gle]zeigt wlelrd|en] ké[nnen]? |

an
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§.51. Llelkrs.[atz] 12 V[e]rt]i]c[a]lw[in]k[e]l s[in]d efinan]de]r glledeh. ®(Anf
glelwlilh[n]l.fiche] Art dlurc]h das Addir{en].)” |

§.53. Erki[drung] 24. Dfe]r = gr{o]Be Thlei]l die|r Eb.[ene], d]e]r zw.|ischen|
dlen] = Schlenlkle]ln AC, AB des W.[inkels] CAB als s.[eimen] hey-|dfen]
Grlelnzlen] liegt, hlei]Bt dfie] Filalche des Win]kle]lls CAB, u.[nd] ibfe]r
b faupt] elinle Wlinlkleliflllebe. ||

#(Wiire [nu]r erkl[@]rt, wla]s zwisch|en] hier ble]deute? Woran ich erk|ennen|
soll, wle|lehle]r Plunjet zlulr | W]in|k[e]iL[dche] efinels W.[inkels] zle]-
hire?)® |

Zuslatz]. 1. Also ist sow[olhl dfe]r = Thlei]l dle]r glanjzfen] Eb.ene]. dfe|r
iib[e]r efine]r nach beyd[en] S:[eiten] ohne Ende flo]iglejh.|enden] | g|era-
den] Lfinie] AB, als dle]rj.[enige], dlelr [un]t[e]r ihr legt, dlie] FL[dche] eline]s
W.[ikels] vlon] 180° (§.52, Z.[usatz] 1) Dfenn] jle]d[e]r ist dfie] | FlL|dche]
efine]s glelrlaldlen] W.|mkels] ofder] efine]s Paarfs] Nfe]blen]w[m]k[e]l
Y Gle]dalde das [unjtfe|rlfie]at aroblen] Zwleilfle]ln. || S.]iehe] oblen].)” |
§.54. Llelhrs[atz] 15, I Schleilile|l D ist auf d.[em] Schlejnkfe|l DE dlurclh
dfie] Grifle des W.[imkels] EDG dle]r | Wlin]k|e]l EDG sfe]lbst, [milthin auch
dlie] Lage des Sch.Jenkels] DG ulnd] dfie] Fldche] des W.inkels] glelgle]-
blen]. *(Z.Jum] | wlelnfilafsten] [mu]l hier noch beyglels.eta] wle|rdlen]

swlenn| auch dfie] Eblen]e w.[nd]| dlie] Seite dle|r Eblen]e | in dle]r er sich
blelffin}dfen] soll, glelgle|blen] ist.« — Uibr[i]afen]s sehfen] wir hier dfen)
Vier|f[asser] zw.[ischen] dle]r || Grafe des Wlm]k[e]ls, u.[nd] zw.[ischen] dfe]e
Filiilehe des W.inkels] efinen] Unt[e]rschfie]d mach{en]. Wir able]r blejer]ei]-
flen] | [nijeht wie mjan] dlejm W.[inkel] efin)e Grile, u[nd] zwlalr elinje ex-
tlensive], so wie dle]r V[er]f.[asser| u.|nd] alle Geolme|t|e]r thun], | wlenn] sie
Wilinkel] addir[en], subtr[ahicren] ete. beylelglen] kifan]e, wlenn
tlelr | dufem] Wiinjk[e|l nlijcht eiglen][ijch dlie] Flldlehe ew:lischen] s:|einen]
Schlenlkle]ln vlelrstfelbt. Diefr Vier|f.|asser| s[alat § 52 Erkl[drung] 23,
»Dfefr 90 ste | Thlei]l efine]s elchtjen] Wilikels] hledbt cin Graed; u.s.w.«
Diese Blelstjimmun]g efine]s W.|inkels| in Grad|en|, || Minfuten] u.s.w. ist es
[mum] vle]e[mufthl]i|ch, dfie] er [un]tfe]r d.er] Galfe des W.inkels] v]e]e-
stfe]hit. Abjelr dieses ist eb[en] | [nilchis als dlie] Anglalbe die]r Grobe s[eine]r
Flld]che. Im glelafe|nw.[drtigen] Lie]hes.[atze] sfalat also dle]r Vier]f asser] |
eiglen]tl[i]ch: wlenn] Schleilt{e]l, Schlelnk[e]l, Eblen]e, Seitle] d.[er] Ebfen]e
wo dle]r W.|inkel] lieglen] soll, ulnd] Grifle s.|emer] Fllédjche | gle]gle]blen]
slin]d; so ist dfe]r and[elre Sehlen|kle]l, flojlgllich] dle]r W.[inkel] sfe|lbst
wnd] dlie] Flfa]che dess.[elben] glefle]blen].) |

oBlelwleils. Denn mjan| sleltze, es wire aulijelr EDG noch ein aweytfe]r

an| un-
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W6 W.inkel] miglileh, so [mii]lite || slem] 20T
/ Sch.[enkel] entw.[eder] [inne]rh[a]lb d[e]m *(des)*
[ W.[inkel] EDG in DF, o[der] aube]rh[a]lb in DH |
lieglen]. Allein beyd[e]s ist wid[e]r dfie] A[nna]lhme,
o ¢ wiei]l EDF < EDG. u[nd] | EDH > EDG (A.[llge-
meine] M.[athesis| §. 16. Z.[usatz]) u.s.w. “(Das ist eben] z[u] ble]w[ei]s[en]. —
Es wlirld able]r | [ni]cht ble]wies[en] wle]rd[en] ki[nnen], wlenn| [un]s dle]r
Vler|l.[asser] [nijcht erst s[algt: wlals innfe]r — wia]s auffe]rhfa)ih efine]s |
W.[inkels] heisse. Vie]rgl.[eiche] §.29, wo dle]r V]er]f.[asser] dlie]se W.[orte]
bloB in Ble]ziehlunlg auf dfie] @lfinie] erkl[d]rt. | Hier ki[nnen] sie [nicht
dens.|elben] Silnn] hablen]. Wlelch[en] also? =)°
Zus.[atz] L. Da [nun] in 2 glleilehfen] W.[inkeln] BAC, EDG [ni]cht [nulr dfie]
Schle]nk[e]l AB, DE congruen]t s|injd (§.41. Z.[usatz] 2), | sond.[ern] auch
ihre Grifle, als das zweyte ble]dingte *(ble]dinglen]de, sollte es v[ielll[eijcht
laut[en])® Stliilck, | glan]z elinejrl[ei], d.i. congrluent] ist (A.[llgemeine] M.[a-
thesis] §.4. 7.[usatz] 2); so s[in]d gl[ei]che W:[inkel] all[e]m|alhl congrluen]t, |
w.[nd] ihre Fl[d)chfen] glleijchila]lls congrluen]t. (8.11.) ||
*{Sachte! A.[us] m[elhr[elrfe]n Bleilsplie]l[en] sieht m[an], dla]ld dle]r V]er|-
f.Jasser] [m]it d.[em] S[ajtze §.11, den er d[e]r Erste in d.[er] Geoml[e]trie |
ansd[ric]kl[iJch aufglelstfe]lllt hat. [nijeht wlolhl umz[ulglelh[en] wlei]B.
Wlenn| das | wlals ein Dfinlg ble]stlimml]e, afus] mlelhrfe|rle]n Thlei]l[en]
blefstfelht; so gllau]lit er =[um] Blejw[ei]se de]r Glleilchh[ei]t efine]s sol-
chlen] Dlinlglels [milt ei.[nem] | and.[eren] glenulg glelthan z[u] hablen],
wlenn| er nfulr zeigt, d[a]B dfie]se Stiicke efin]z|e)in blejirfalchiet in d.[em]

efinen] Dinjge, wie || in dle]m and[e]rleln sind. Dfie]ses ist able]r keine]s-
wlelgs hinr[eilch[en]d, sond.[ern] es kom[m]t auch noch dfa]rlau]f an, ob |
dlie]se Stiicke auf glleilche Art v[ejrblun]d[en] s[in]d. Denn Beyd[e]s [mu]l
s.[ein], wlenn] m[an] soll | sagfen] ki[nnen]: d[a]B das Ble]stfimmen]de (dfie]
Urs:[sache]) dlelr beyd[en] Dinlge glleilch sey. Wlenn] es also auch wlirfk-
I[iJeh | wlalhr wiire, d[a]li Ein Schiejnk[e]l, u.[nd] dfie] Grilbe efine]s W.[in-
kels] dens [elben] sehon glan]z blelstirh[men]; so ki[nn]te || doch [nijcht so fort
zle]schlosslen] wie]rd[en]: wlenn] in 2 W.[inkeln| dfie]se 2 D{in]ge e[in]z[e]ln
glelnom[men], congr.[uent] slin]d, so sfin]d dfie] | D[in]ge congr{uen]t; son-
d.[ern] es wliirlde hiezu noch erford[e]nt 2[u] zeiglen], d[a]i d|e]r Schlenk[e]l
w.ind| dlie] Grite | [niJcht auf v[e|rsch.[iedene] Art [mi]t efinan]d[e]r v[e]r-
blun]den] wiejrdlen] ké[nnen]. Able]r noch mlelhr: Schlelnklell u.[nd]
Grifie | slin]d ja z{u]r Blefsifimmun]g efine]s W.[inkels] noch gar [ni]cht hin-
rfetjehlen]d, sond.[ern] nach des V]e]rf.[assers] eiglene]r | Auss|alge im Llelfr-
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s.fatz] (§.54.) ist auch noch dlie] Anglalbe des Sehfeilte]ls nith[i]a: eblen] so
nothw.[endig] able]r || auch dfie] Ebfen]e, u[nd] djie] Seite dlejr Ebjenje. Da
entst|e|ht dann billig dfie] Frage: ob d[ie}se 5 Stfi]cke in | d[en] mfe]brart|i]-
glen] Vlelrb[m]d|un]glen], wle|lche sie 2[ull[a]ss[en], nie efin]e Comb.[mation]
alelblen], de]fen] Mlejrk|malhle de|r and.Jeren| undhnlfijch | s, u[nd]
wlenn| auch dlie|lh [nijeht ist, doch kleinle Substituibilitat z[u]lab, |

W(enn| mfan] z. B. st[a]tt e[ine|r Eblen]e zw.[ischen] dlen] Schlen]k]e]ln efine]s
W.[inkels] anzfulnfelhmlen], eifnen| Steeif{en] efine]r conischlen] | Oble]efl[d]-
che, dlefr[en] Schieilte]l [milt dfe]m des Wlin]k|e]ls efine]rl{ed] ist, annihme;
so wliirlde §.54. Llellrs[atz] noch imlmelr | wlalbr seyn. Wlenn] dfie] ko-
n.ische] Flléd]che, in dlefr sich delr W.[inkel] ble|flin]d{en] soll, u.fnd] 1
s.femelr Schienlklefl, ulnd] s [eine] Grifie, nfdlhfm]l[ijch | dfa]s Stfijck des
Flld}ch[en]r.faumes], das zu[ischen] s:{eimen] Schie|uk[e]in Legt glelele]blen]
ist, so ist dle|r glanfze W.[mkel] dlajdfurc]h bie]stfimm]t | Allein wled]l [ni]cht

S

alle kon:[ischen| Fl[a|chlen] e[inan]d|e|r ahnd[i]ch s|ind: so wliir]de kleine]s-
wlelgs Zus.[atz] 1. wlalhr | s.[em], d.h. d[a]B alle gllet]ehe W]in]k[e]l, d.i alle
die elinen]| glleilehlen] kon|ischen] Flja|chlen|e|awm| zw.|ischen| ihrfen|
Schlen]klelln efin]schllielBlen], auch congrlven]t sey[eln. | Hier[an]s sieht
mlan], dfa]ll dfie] Wlalhrhlei)t Zus.[atz] 1. [un]tje]r andle|rfe]n vfon] dlefm
Umst.[and] abh[éin]gt, d[a]B alle Ebe{nen] efinan]dfe]r dhndlileh slin]d. || Dfie]-
sfelr Umstlan|d [mu]be also, nfe]bst mfelh.|reren| and.[eren] im Ble|w[ee|se

el

blelrfii]cksicht[igt] word[en] s.[ein], wlenn] | er richi[ilg seyn sollte. )" |
Zus.Jatz] 2, Also thlei]lt jle]lde nach beyd|en] Seitfen] ohne Ende flo]rtgle]-
hlen]de glerade] L.fine] dfic] glanfee = Ebfene], in| dle|r sic liegt, in 2
congr:|uente] Thlei|le. Denn dle|r Thei]l iblejr ADB ist dfie] FLldche| e|ine]s
W.[inkels] vion] 180F, | w.|nd] dlelr Thieil [unjilelr AR glfeilchfallls (§.53.
Z.[usatz] 1.) ||

“(Die Wlalhrhlet]t, dfie] dle]r V]er|f.Jasser] hier erst anfst]e]ll, hame efilgfen|t-
I[ilch schon vor dlem| Aufstlellen] des Slatzles] | §.27. erwies|en] wle]ed|en]
sollfen]; denn ehfen] dfalrfaulf ble]ruht es, d[a]B mian] dfie] Lag[e]n efine]s
Planjetfe]s in s.]eimen] beyd[en]| | Thieifllen], u.nd] diie]se Thledle s[e]lbst
entzlelzlengels|efezte nfenn|u Ablefr sey es. dfa]i de]r Ver]f.[asser] dfie]s[en]
Ausd[ruelk | [nilcht in s.[einer] v[iellsaglen]d[en] Bleld[eultjun]z nihme; so ist
dlielse Wlalhrhlet)t doch nothw.[endig] schon im vorh[e]rgle]h.Jenden] Z.[u-
satz| | vor|an|sgle]s|etzt word[en|, wie wir so ebfen] glelz]ei]zt. W(enn] er sie also
s jleftztafus] dlie]s[e]m hle]deitet, || bfe]glelhtere

ineln circulum in probando. ) |

© Die Zeilen 12-19 und 38-49 sind vorne dorch cinen Strich markiert,



Zus[atz] 3. Unendl:[iche] g:[erade] L:linien], dfie] e[inan]de]r s[e]nkr{echt]
scholeildlen], thleilllen] dfie] Eblen]e in 4 congr.[uente] Thleille. Denn | sie
blelstlelht a.fus| dlen] Flld]ch{en] dle|r + Wilinkel], dlie] dlie]se 2 L:[imien]
bild[en]. Da [nun] dfie]se W:[inkel] alle glfei]ch s[in]d, so s[in]d ihre | Flfa]-
chlen] congrluen]t. (Z.Jusat] 1) ]

%.55. Lle]hrs.[atz] 14 Pleon] in efine]r Ebfen]e 2 W [mkel] efine]rlei] Schei-
tle)l hablen] “(wozu dfie]se Ble]dinglun]g? Da die] WlaJhrhieijt s[e]lbst, ||
dlie| dle|r V]er|l.[asser] hier blejw[ei]st, v.[on] d[ie}s[e]m Umst.[and] gar [ni]eht
abhldn]gt, soist schon da]r[an]s, d[a]B d[e]r Vier]f [asser] b.[ei] sei[nem] Ble]-
wleilse sich | glelnithfilgt sieht, dfie]s[en] Umstlan]d anz[uln[eJhm{en], z[u]
schllie|Bfen], dfa} s|ein] Blelw[eils dlen] obj.lektiven] Grlun]d [nilcht an-
glelbe® so vle|rhlalltlen] sie | sich wie ifre Flich[en]. ®(Sie s[in]d [ni]chts an-
d[e]rs als dfie]se Flich[en]. Denn Krfeilshaglen], we]lche sich auch addirlen] |
lielifen], sfinfd [nijebt ble|st]imm]s, dlurclh dfie] Schlen]k[e]l, Eb[enen] ab[ejr
slin]d ble]st[imm]t. | Wenn] m[an] nfd]hml[ijch 2 W:[inkel], die in 1 Eb.[ene|
lieglen], wnd] so, dla]lB dle]r gle]m[ein]s.[chafiliche] Schlen]k[e]l beyd[e]r
. [un] efine]r || Ve]rblin]d[un]gsl.[mie] ab 2[e]r Plun]cte d[e]r v[e]rsch:[iede-

nen| Sehfen|kle]l dlurclhschinijufen] wird, addirt, u.[nd] als
S[ummle dlen] Wlinlkle]l,| dlen] die] v[eJrsch:[irdenen]
Schlen[k[e]l bild[en]. angibt: so ist es 199" offfen]ba]r, d[a]f
rifan] sich [un]t{e]r ei[nem] Wlin]k[e]l | [ni]cht ein Systle]m
"| Jr Richt[en]glen]. u.lnd] ihr Flelrh(allini]f zu efinan]d[e]r d[e]ukt, denn
dies[e]s I[ie]fie sich [ni]cht so add.[ieren] | d[a]B d[ie] S[umm]e e[inen] efin]z[i]-

alen] W.linkel], d.h. ein efinjz[i]gle]s Systlem], o[der] ein efin]z[i]gle]s Fle]r-
Jfailmis] 2[e]r Rifichtungen] gibe, Was ist dfe]nn | also dasj[enige] wla]s m[an]
sich di = rifan| mag es ausdr[iicklich] gle|st|e|h[en] o[der| [ni]cht, m[an] mag
es s[e]lbst deutl[i]ch erk[ennen] ofder] [ni]cht, wie]n[i]gst{en]s d[un]k[e]l || vor-
stfe]lt? Es [mu]d etwfals solehfe]s s.[em], was djurc]h dfie] L{inien] ca, ed
allein ofder] vlie[lm{elhr dlurclh die] Richtfunjglen] | ca, ed v[a]llli]g ble]-
stlimm]t wlir]d, v.[nd] e[in]e Grifie hat, u.[nd] zw[a]r e[in]e solche, d[a]lh d[ie]
Griille, die es im W.[inkel] ach | hat = ist dfe|r Sfumm]|e dfe|r Grél[en]. d[ie| es
in dlen] W:linkeln] aed, deb hat. Nun] gibt es [nu]r flu]lg[en]de Dfin]ge, d[ie]
dfure]h 2 Richt[un]glen] | allein, ohne efine zu ihnfen] hlinjz]ulgle]figte Ent-
fle]e[nunlg blelsdimm]t wlelrd[e]n, 1., d|ie] Eblen]e, in wle]lch[e]r dfie]se bey-
dlen] | Bicht[un]glen] lieglen]; 2., die ebjen]e Fliche; 3., der Thiei]l dfe]r eble-

389 nen| Fliche, in wle|lch(e]m dfie] L.[ini]e ab liegt; || 4., dle]r’ and|e|re Thied]l,

' Die Zeilen 1-9 sind vorne, dic Zeillen 1-18 hinten durch einen Strich markiert,
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in wleflch[e]m sie [nilcht liegt. (N Alle dfie]se 4 Din]ge s[in]d doch [nu]r dann
ble]stfimm]t, wlenn] | dlie] Blijchtjun]gen] ca, cb [nijeht entgle|o|enge s (et
slin]d.) 5. das Veldhfallnd 8. wlellehle]s dfie] Gribe d]e]r ebfenen] Flfdche |
3 zlur Grld]Be dfe|r eben[en] Fl[dlehe 4 hat. | 6. Das Vielrh[d]lt[ni]6 dle}r
Liinge des Krfei]s-||boglen]s, dle]r [mi]t irglen]d ei.[nem] Hla]lb{me]ss[e]r aus
¢ in d.[er] Eb[en]e ach ble]schrfielblen] wlirld, u.[nd] d[e]ss[en] Hfa]lbm[e]s-
slefr dfie] | Chorde ab schneid[et], zur Linge des Boglen]s b.ed] dle]m d[ie]6
[nijeht glejschieht, 7. Das V]e|rh|dltini]6 dle]r Linge | dle]r Llinie] ab zu
efine]r v.Jon] dlen] Llinien] ae, be, wlenn] ihe V]elehfa|ifand B glelzfelblen] ist,
U.s.w. Us.w. = Glelht riv.Jan] | [nun] dfie]se Dfin]ge dle]r Reihe nach d[u]rch;
so sieht mufan], dla]fi n® | k.[eine] Grifle ist, also [nilcht gle]mlein]t | s|ein]
% kjnnje, n® 2. hat wlo|hl efinle Grifle, able]r b.fed] alljen] W.[in-
£ A‘B keln] diesfe]lbe; ist also [nileht glelmeint, || o° 4, hat efin]e
'\‘ W, © GriiBe, d[ie] b.[ei] v[e]rschi[iedenen] Wilinkeln] v[e]rschied[en]
ist; able]r es erfiillt [nilcht dfie] v[er|l[an]gte Blejdingun]g, |
denn es ist dlie] Gr(o]Be dle]r Flldlche b.ler] W.[inkel] acd [nijcht = dfe|r
Grisle d[e]r Fl[d]che b.[ef] W.[inkel] acd + d[e]r Gr{é]Be dle]r Flfdche] b.ei]
W.[inkel] | deb. sond.[em] jfen]e ist v[ie]lme]hr Kl[eme]r als jfe]de v.on] dlie]-
—d slen] f.[iir] sich. n® 5 kann auch [ni]cht | glejm[em]t s.[ein],
/ A wlei]l das V]e]rh[d|lt[ui]B die|r Fl.|dche| n® 5 zlulr FlLldche| n® 4
]\J b[ei] W.linkel] ach + dfe]m V[e]rh[@]lt[ni]l | d[e]r F1.[ache] n®
= 3 zfur Fl.[d@ehe] n® 4 b.[ei] W.[inkel] deb k[eine]swle]gs = dejm
Vielrh[@it[ni]5 delr Flldche] n® 3 z[u]r FL[dche] n® 4 b.fei] Wlin]k[e]l || acb.
Eblen] so wleln[ilg n® 6; n® 7; w.s.w. Es blei]bt also [nu]r iibrig n® 3. Denn
hier | ist wirklich ete. ete. = Das ist es also, wla]s mfan] b.fed] ei.[nem] W[in]-
kle]l meint, w.fnd] meinfen] [mu]f, wlenn] | @ifan] so v.on] ihm sprichl, wie es
alle [unjs[elre bish.[erigen] Geo[me]te]r th{un]. |
Wie vie]rtriigt sich abfe]r [milt dlie]s[e]r Vorstfell[en]g de]r Blelgriff dle]r
converfen| Wink|e]i? =)° |
«Beweis. Denn wlenn] dle]r W.[imkel] BAD = 2 BAC, so ist BAC + CAD = 2
BAC, flo]igl[ich] CAD = BAC || (A.[llgemeine] M. [athesis] §. 24, Z.[usatz] 12.),
[mi]thin Fl[iche] ACD = FlL[dche] ABC “(sie)® (§.54. Z.[usatz] 1.} also FL|a-
che] ABD = Fl|iche| ABC | + Flldche] ACD =
2 Flldchen] ABC.)« U.s.w. “(Die Blelhfau]p-
tlunjg. Hlenn] BAD = 2 BAC: so ist BAD| =
BAC + CAD: s[eltzt vorfauls. dfa]l jle]d[e]r
W(inlk[e]l elin]e extlen]s.[ive] Gr.[dBe] sey.)® |
Zus.|atz]. Da [nun] dlie] Fl.[ache] eline]s W.[in-
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