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VORWORT

Dieser Band enthält eine Transkription des Hefts 12, MM 1027 — MM 1122 der

mathematischen Tagebücher Bolzanos, der Miscellanea /llal /,ernatica. Die Ver-

öffentlichung erfolgt gemäß der pauschalen Genehmigung der Handschriften-

sammlung der Österreichischen Nationalbibliothek in Wien vom 2. Januar

1967. Die Originale werden unter den Signaturen Series Nova 3453 (Hefte 1-7),

3454 (Hefte 8-15) und 3455 (Hefte 16-24) in der Handschriftensammlung auf-

bewahrt. (Vergl. auch BGA E 2/1, S.28-30.) In der Bernard Bolzano-Gesanmt-

ausgabe (BGA) wird dieser Band mit II B 7/2 bezeichnet.

Die Ausgabe ist mit gewissen Ausnahmen, die im Editionsbericht beschrieben

werden, gemäß den Editionsprinzipien in BGA Band E 2/1, S. 8-15, hergestellt.

Wir danken Dr. S. J. Suys-Reitsma für die wesentliche Hilfe bei der Bearbei-

tung der griechischen und lateinischen Textteile.

Den Bibliotheken der Bundesrepublik Deutschland, der ONB Wien und den

holländischen Bibliotheken danken wir für ihre freundliche Unterstützung bei

der Vorbereitung dieses Bands. Insbesondere danken wir Frau Dr. E. Irblich

der Handschriftensammlung ONB Wien für das Negativ von MM 1107 (S. 167)

Dem redaktionellen Stab des Verlags und besonders Frau M. Jungbauer, die

uns bei mehreren Fragen weitgehend unterstützt hat, danken wir für die Sorg-

falt, mit der auch dieser Band betreut worden ist.

Die Herausgeber

B.VAN ROOTSEI.AAR

A.VAN DES LUGT



EDITIONSBERICHT

Das Manuskript ist nach den Editionsprinzipien in BGA E 2/1 wiedergegeben.

Daraus ergibt sich eine bestimmte Korrespondenz zwischen Manuskript und ge-

drucktem Text, die hier zur klaren Ubersicht kurz zusammengefaßt und erliiu-

tert wird.

Der durchgängige deutsche Text ist in Bolzanos Manuskript in deutscher

Schrift geschrieben. Fremdsprachige Teile, Formeln und vereinzelte Buchsta-

ben (besonders zu den Figuren) im Druck sind im Manuskript in lateinischen

Buchstaben geschrieben. Einzelne Buchstaben in deutscher Schrift im Manu-

skript sind im Druck in Fraktur gesetzt. Die im Manuskript unterstrichenen

Wörter, Sätze und Formeln sind im Druck kursiv gesetzt. Für Kursivdruck in-

nerhalb gier Interpolationsklarnmern sei auf die Editionsprinzipien hingewie-

sen. Absätze im Druck entsprechen Absätzen des Manuskripts.

Die am Rande des Manuskripts auftretenden Vertikallinien, geschwungenen

Klammern, quer geschriebenen Wörter u.dgl. sind in Fußnoten erläutert wor-

den. Die Figuren sind neu gezeichnet. An mehreren Stellen hat Bolzano kriti-

sche Bemerkungen zu eigenem oder fremdem Text in Klammern, versehen mit

hochgestellten Zeichen, wie z. B. ©( ) 5 , hinzugefügt. Diese Zeichen sind im allge-

meinen im Druck unverändert wiedergegeben, manchmal aber haben wir ein

anderes Zeichen wählen müssen.

Die in den Formeln vorkommenden Funktionszeichen der speziellen mathe-

matischen Funktionen sind einheitlich durch die heute üblichen ersetzt worden.

Die Differentiale sind, wo kein Mißverständnis zu befürchten war, mit d be-

zeichnet.

Exzerpte aus Büchern und Abhandlungen sind als Paraphrasen betrachtet

und nicht als Zitate, obgleich sie bisweilen einem Zitat sehr nahe kommen. Die

Zusammenfassungen und Paraphrasen sind, mit Ausnahme von denen aus den

Werken von Jungius und Arzherger, geprüft worden und wenn nötig in Fußno-

ten behandelt. Unklarheiten und störende Fehler, welche sich in Bolzanos Zu-



sammenfassungen eingeschlichen haben, sind ebenfalls in Fußnoten vermerkt

worden. Im übrigen ist der Text als Bolzanos eigener Text bearbeitet.

Zuletzt noch eine Bemerkung über die Interpolationen in den Zusammenfas-

sungen. Da die von Bolzano behandelten Bücher im sprachlichen Ausdruck er-

heblich variieren, war es bei der Auflösung von Bolzanos Kurzschrift öfters not-

wendig, die Ergänzungen nach den Originalschriften durchzuführen, zumal

eine Ergänzung in moderner Rechtschreibung oft unmöglich war. Dieses Vorge-

hen hat überdies den Vorteil, daß man von der Ausdrucksweise des jeweiligen

Verfassers einen Eindruck gewinnt und der Text dadurch natürlicher und leb-

hafter erscheint.
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EINLEITUNG

Dieser in der Gesamtausgabe (BGA) mit 211 7/2 bezeichnete Band enthält

die Transkription des zwölften Heftes der Miscellanea Mathematica (MM

1027-1122). Der Inhalt dieses Hefts ist zwischen 3. 1.1815 (MM 995, Heft 11)

und 23.5. 1815 (MM 1166, Heft 13) (24.5.1815 (MM 1 167)) entstanden. Aus die-

sen Datierungen kann man auf eine Entstehungszeit von etwa Anfang Februar

bis in die zweite Hälfte April schließen.

In dieser Zeit war Bolzano intensiv beschäftigt mit der Abfassung seines

Binomischen Lehrsatzes, und mehrere seiner Bemerkungen und Untersuchun-

gen in diesem Heft sind in das Buch eingearbeitet worden.

Der Inhalt setzt sich einerseits aus Auszügen aus Lehrbüchern und anderen

Arbeiten mit von der Lektüre unmittelbar angeregten kritischen Bemerkungen

und kürzeren Untersuchungen und andererseits aus mehr selbständigen Un-

tersuchungen über Themen seines ständigen Interesses, insbesondere seine

Versuche zur Verbesserung des Beweises des binomischen Lehrsatzes, zusam-

men.

Die Bücher, die in diesem Heft von Bolzano geprüft werden, sind: Kurze

Darstellung der höhern Analysis (1809) von Textor (MM 1027-1028), Anfangs-

gründe der Algebra von Lacroix in der Übersetzung (1811) von Metternich

(MM 1032-1035), Die Lehre von der Permutation und Combination (1806) von

Jungius (MM 1040-1041), der hinomische Lehrsatz im Mathematischen

Wörterbuch (1803) von Klügel (MM 1041-1045), Aufsätze von Pfaff (MM

1045-1046) über die Lagrangesche Reihenentwicklung und die Umkehrung der

Reihen in Hindenburgs Archiv (1795), Complément des Elömens d'Algebre

(1804) von Lacroix (MM 1048), eine Arbeit von Hindenburg über den Taylor-

schen Satz in Hindenburgs Archiv (MM 1055-1056), Kleine Beyträge zur

Mathematik und Physik (1786) von Busse (MM 1058-1060), Erleichterter Un-

terricht in die höhere Meßkunst (1788) von Bürja (MM 1067—I068), Verglei-

chung zwischen Carnots und meiner Ansicht der Algebra (1804) von Busse
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(MM 1068-1071), Aufsätze in Hindenburgs Archiv von Klügel über entgegen-

gesetzte Größen (MM 1070-1073), von Kästner über Glenies Antecedental Cal-

culus und über Tangenten und Secanten (MM 1074-1075), von E. G. Fischer

über Wegschaffung von Wurzelgrößen (MM 1075-1077), von Pfleiderer über

einige Euklidische Deffinitionen im fünften Buch der Elemente von Ecklid

(MM 1077-1079), von Pasquich über eine Exponentialrechnung (MM 1079-

1083), von Klügel über Kreisberechnung (MM 1083-1085) und ein Auszug aus

einem Auszug einer Arbeit von Bürmann über eine vereinfachte Analysis

(MM 1085), in dem eine Verallgemeinerung der Lagrangeschen Reihenentwick-

lung vorkommt (die sogenannte Lagrange-Bürmannsche Formel). Damit ist die

Reihe nicht erschöpft, denn es gehe weiter mit The method of Fluxions von

Newton in der Übersetzung (1736) von Colson (MM 1086-1088), Versuch einer

Darstellung der Rechnung mit veränderlichen Größen (1813) von Grelle

(MM 1089-1098, 1120-1122), Grundriß der Algebra (1815) von Nordmann

(MM 1100-1105), Versuch einer festen philosophischen Bestimmung der ersten

Vorstellungen und Grundbegriffe der Größenlehre (1814) von Kraushaar

(MM 1105-1107) und einer Arbeit von Arzberger über eine Sortierwaage (1814)

in. Gilberts Annalen der Physik (MM 1117-1119).

Von den Untersuchungen, die nicht unmittelbar durch die Prüfung von

Büchern und Abhandlungen angeregt worden sind, seien die folgenden ge-

nannt:

Lehrsätze zur Arithmetik der unendlich kleinen Größen, d. h. Größen »die

so klein werden können als man nur immer will« (MM 1028-1029). Betrach-

tungen über den Begriff der Reihen und ihre Konvergenz (MM 1029, 1047,

1050-1052, 1098-1099, 111)2). Herleitung der Formeln für eosmcp und sinmcp

ohne Verwendung von imaginären Größen (MM 1030-1031, 1038-1039) und

das damit zusammenhängende Problem der Zerlegung in Faktoren von x" ± a,

ebenfalls ohne imaginäre Größen (MM 1108-1116). Untersuchungen über die

Zulässigkeit von gewissen Substitutionen in Gleichungen (MM 1035-1037).

Betrachtungen über entgegengesetzte Größen (MM 1038, 1039-1040, 1047).

Beweisversuche, welche mit dem Beweis des binomischen Lehrsatzes zusam-

menhängen, wovon einige teilweise in die Arbeit Der binomische Lehrsatz

aufgenommen sind, z. B. in § 29, der Beweis eines Satzes über Funktionen

(MM 1052-1053). Ferner Versuche, den Taylorschen Satz aus dem binomi-

schen zu beweisen (MM 1056-1058, 1060-1067) und eine Betrachtung über den

Begriff des Mittelpunktes (1099-1100).

Im folgenden wird auf einige der Untersuchungen und kritischen Bemerkun-

gen Bolzanos etwas näher eingegangen. Dabei werden die Themen allgemeine
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Geometrie, höhere Geometrie, Algebra, allgemeine Mathematik, Analysis, Me-

chanik und Methodologie unterschieden.

Allgemeine Geometrie

Wiederholt hat Bolzano sich damit beschäftigt, den Begriff des Mittelpunktes

einer Figur festzulegen, und zwar geometrisch oder analytisch. MM 1099: Geo-

metrie. Begriff des Mittelpunkts, fängt Bolzano mit folgender Definition an: Der

eigentliche Begriff des Mittelpunktes eines räumlichen Dinges ist der Begriff

eines Punktes von der Beschaffenheit, daß jede gerade Linie durch ihn auf der

einen Seite so wie auf der anderen liege; oder (laß von je 2 entgegengesetzten

Richtungen durch diesen Punkt die eine ein eben solches Verhältnis zu den Tei-

len des Dinges habe, wie die andere zu anderen.

Daraus behauptet er folgern zu können, daß der Mittelpunkt einer Linie ein

Punkt sei, von dem der Umfang der Linie in je 2 entgegengesetzten Richtungen

gleich weit entfernt ist. Dieser Text gehört zum gestrichenen Teil. Daran schließt

sich eine mehr analytische Bestimmung an, welche hinausläuft auf die Be-

dingung f(x) = —f(—x) für eine Linie y = f(x), d. h. wenn (x,y) ein Punkt der Li-

nie ist, dann auch (—x, —y), und auf die Bedingung F(x,y) = F(—x,—y) ( = 0) für

die durch eine Gleichung F(x,y) = 0 gegebene Linie (MM 1100). Diese Bedingun-

gen drücken die Punktsymmetrie um den Punkt (0,0) aus. Für den Fall, daß der

Punkt (ab) »Mittelpunkt« sein soll, gibt Bolzano die Bedingung F(a + x, b + y)

= F(a — x, b — y) ( = 0) an, für Polarkoordinaten die Bedingung F(cp,z) =

F(2ncp,t — cp, — z), welche doch wohl lauten sollte F(n + cp,z) = F(cp,z). Die Punkte

(cp, z) und (2nxr — cp, — z) liegen gespiegelt zu cp = n/2.

Die Versuche, eine Erkliirung des Mittelpunkts eines Punktsystems zu geben,

bilden in den MM eine lange Geschichte, die hier kurz erwähnt sei.

In MM 4' sucht er den allgemeinen Satz zu beweisen, daß es zu jedem Punkt-

system einen Punkt gibt, der aus allen P( ► ukten des Systems auf einerlei Art he-

stimmt werden kann. Dieser Punkt, der nicht immer mit dem Schwerpunkt zu-

sammenfällt, soll der Mittelpunkt des Systems sein. Den Spezialfall eines

Systems von zwei Punkten betrachtet er als sehr wichtig, weil er in diesem Falle

meint, aus der Existenz eines Mittelpunkts die Existenz entgegengesetzter Rich-

tungen folgern zu können. In die Definition MM 1099 geht umgekehrtder Be-

griff der entgegengesetzten Richtsingen ein (vergl. auch MM 5972).

IuGA 2B 2/ I , S. 26.

IuGA2B5/1,5.51.



In MM 349 ; bemerkt er im Zusammenhang mit Ramus, daß die Geometer in

jedem System einen Mittelpunkt annehmen, den sie auch Mittelpunkt der Größe

nennen. Dieser allgemeine Begriff soll nach Bolzano erst festgelegt werden (für

beliebige geometrische Größen). Anschließend gibt er dann dieselbe Definition

wie in MM 4: es ist derjenige Punkt, der aus allen bestimmt wird nach einerlei

Regel, und folgert daraus unmittelbar: Da zeigt sich dann zunächst, daß der

Mittelpunkt hei einem Systeme zweier Punkte derjenige sei, der in der Richtung

zwischen ihnen ebenso weit von a wie von b entfernt ist. Den Mittel1»tiikt in ei-

nem Systeme von ri Punkten findet man, wenn nian etc.

In MM 456 beurteilt Bolzano Ides Definition in den Anfangsgründen der rei-

nen Mathematik, ein Mittelpunkt einer Figur sei ein Punkt, von dem jede ge-

rade Linie, die durch ihn geht, auf beiden Seiten gleich weit bis zum Umfange

reicht, als richtig, und bei dieser Gelegenheit wirft Bolzano die untergeordnete

Frage auf, wie man den geometrischen Schwerpunkt nennen sollte, der, falls es

einen Mittelpunkt gibt, mit diesem zusammenfällt. Die Benennung Schwer-

punkt betrachtet er als allzu mechanisch.

In der Fortsetzung MM 585ff seiner Kritik an Schultzens Anfangsgründen der

Geometrie, kommt er in MM 597', anläßlich der Aufgabe, eine gerade Linie zu

halbieren, wieder auf die Betrachtung des Mittelpunkts zurück. Der rechte Be-

weis der Halbierung einer Strecke ist für ihn nicht der gewöhnliche, mittels

Kreisbogen, sondern der folgende: »Es gibt entgegengesetzte Richtungen, in wel-

chen man zu gleichen Entfernungen Punkte nehmen kann. Das System dieser

Punkte hat einen Mittelpunkt. Also jedes, da jedes ziem anderen ähnlich ist«.

Höhere Geometrie

Eine ebene Kurve, deren krümmungsändernde Ursache konstant ist, ist ge-

kennzeichnet durch dr/cls = C, wobei r der Krümmungshalbmesser ist. In

MM 1098 sucht Bolzano die Linien zu bestimmen, deren krümmungsändernde

Ursache sich gleichförmig ändert, d. h. daß das, was sie ändert, konstant ist. Er

sticht also die Linien, für die die Ursache der krümmungsändernden Ursache,

d. h. der/ds2 konstant ist. Die Differentialgleichung, die er erhält, ist aber zu

kompliziert, und die Integration wird dem Leser überlassen. Er hätte es sich

leichter machen können, wenn er erst integriert hätte, um r(s) = q(s), wo q(s)

BGA 2B 3/2, S. 104, 105.
h BGA 2B 4/1, S.182.
5 BGA2B5/I,S.51.
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ein höchstens quadratisches Polynom ist, zu erhalten. Setzt man dann r (s) =

y'(s) / x"(s), so erhält man unter Verwendung von x > (s)2 + y'(s)z = 1 und der Sub-

stitution x'(s) = sincp(s), y' = eoscp(s) die allgemeine Formel für x(s) und y(s), de-

ren Auswertung aber nicht so einfach ist. Die Frage ist damit aber grundsätzlich

gelöst.

Algebra

In MM 1030 stellt Bolzano sich die Aufgabe, die aus der de Moivreschen For-

mel (coscp + isinq )`" = cosmcp + isinmcp leicht erhältlichen Darstellungen von

cosmtp und sinmtp als Summen von Potenzen von coscp und sing ohne die Ver-

wendung der imaginären Zahlen zu finden. Fiir ganze positive Zahlen gibt er für

die gemischte Darstellung (d. h. in cos und sin) den bekannten Beweis durch

vollständige Induktion. Seine Absicht ist aber, die Formeln für negative und ge-

brochene m herzuleiten, wobei er sich überlegt, ob nicht das beim binomischen

Lehrsatz gewöhnliche Beweisverfahren verwendet werden könnte (MM 1031).

Um die Arbeit zu reduzieren, sucht er in MM 1038 die eine Formel aus der an-

deren herzuleiten, und bemerkt dabei, daß die Formeln auch für negative

Werte von m bereits bewiesen sind. Offensichtlich greift er dafür zurück auf

seine Bemerkung MM 1031, daß die Formeln für m = —1 gelten und daß sie für

p + q gelten, wenn sie für p und d gelten. Übrigens drückt er sich an dieser Stelle

auch noch etwas vorsichtiger aus: »Hiernächst wäre die Richtigkeit der Formel

schon für jede negative ganze Zahl erwiesen«.

Beim Problem der Zerlegung in Faktoren von x" — a" leitet er aus den Dar-

stellungen in coscp für die Anfangsglieder die allgemeine Formel für cosmw her

und verweist für den Beweis auf den in MM 1030 erwähnten Beweis durch voll-

ständige Induktion. Doch er fährt fort und erreicht in MM 1114 das Ergebnis:

»Diese Formel [die Darstellung von cosncp durch coscp] gilt für jeden Winkel (p

und jeden (ganzzahligen) Werth von n. Sie wird vermuthlich schon bekannt

seyn«. Diese Vermutung hat Bolzano bald bestätigt gefunden, wie er in MM 1114

nachträglich mit »Allerdings. S. 1160« andeutet.

Die Seiten MM 1151-1164 (Heft 13) enthalten einen ausführlichen Auszug aus

den ersten elf Vorlesungen aus Lagranges Legons sur le calcul des fonctions

(Paris 1806).

In der zehnten Vorlesung behandelt Lagrange die Formeln für cosmx und

sinmx, wobei er von den zwei rekurrenten Beziehungen 2cosxcosmx =

cos (m + 1) x + eos (m — 1) x und 2cosxsinmx = sin (m + 1) x + sin (m — 1) x ausgeht.

Die allgemeinen Formeln werden dann ohne weiteres poniert. In der elften Vor-
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lesung geht er weiter auf die Herleitung ein und bringt eine Formel für 2cosmx

heraus, die für alle ganzen Zahlen m gilt (nicht nur für die positiven). Der Un-

terschied zu der Bolzanoschen Herleitung liegt in dem Gebrauch imaginärer

Zahlen, weshalb Bolzano seine eigene Methode bevorzugt.

Die Beschäftigung mit den Formeln für eosmcp und sinmcp wurden also von

der Faktorisierung von x" ± a" veranlaßt. Zur Lösung dieses Problems setzt er

x" + a" = (x' — 2gxcoscp + c1 2 )(x"-2 + Ax" --*t + ... + Mx + N) und sucht q, cp, A, B, ... ,

N so zu bestimmen, daß die Gleichung identisch ist (MM 1108, 1111). Durch

Ausführung der Multiplikation ergeben sich die Summen von Potenzen von

coscp, und nach ausführlicher Rechnung erhält er schließlich die Bedingung

sinncp = 0 (MM 1116), womit die Aufgabe gelöst ist. In MM 1135 aber erkennt er,

daß die Berechnungen ab MM 1108 überflüssig sind und die Sache einfacher

und allgemeiner erledigt werden kann. Dort findet er in § 70 von Röslings

Grundlehren den Satz, daß zl — 2rzcosq) + r2 ein Faktor des Polynoms A + Bz +

Cz2 + ... + Nz" mit reellen Koeffizienten ist, wenn die Gleichungen

1 A + Brcoscp + Cr 2cos2T + ... + Nr"cosncp = 0

II Brsincp + Cr2sin2cp + ... + Nr"sinncp = 0

erfüllt sind. Das kann man, unter Benutzung der de Moivreschen Formel,

durch Substitution von zk = rk(coskcp + isinkcp) und Gleich-Null-setzen der reel-

len und imaginären Teile des Polynoms sehen. Angewandt auf a" — z" (a > 0) gibt

das die Bedingungen

a" = r"cosncp und r"sinncp = 0

womit die Sache erledigt ist (d. h. r = a und ncp = 2kJt).

Allerdings werden in diesem Beweis imaginäre Größen verwendet, doch

Bolzano erinnert sich, daß Gauß die Gleichungen lind II sehr kurz und ohne

imaginäre Größen hergeleitet hat, womit das Problem durch ausschließliche

Betrachtung von reellen Größen gelöst ist.

In MM 1035 stellt Bolzano einen allgemeinen Satz über nicht allgemein gültige

Substitutionen auf, welche die Gültigkeit einer Gleichung nicht beeinflussen.

I)er Gedanke ist, daß, falls eine Substitution zwar nicht für alle Werte der Ver-

änderlichen richtig ist, aber doch für alle die innerhalb gewisser Grenzen liegen,

die Endgleichung, wenn der an sich unrichtige Ausdruck darin nicht mehr vor-

handen ist, mit der ursprüngliche Gleichung gleichwertig sein wird. Als Beispiel

einer solchen Substitution gibt er x 2 — y —s (x + /) (x — /), bei der es sich nur

für y ? 0 um gleichwertige Ausdrücke handelt. Der Beweis ist sehr kurz, aber

nicht sehr iilierzengencl.

Vergl. C. l'. Gasöl: Demoastratio nova (1799).
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Bei einer solchen Substitution soll es laut Bolzano ein sicheres Kennzeichen

geben, für welche Werte sie nicht gilt. Ein sicheres Kennzeichen meint er im

Fehlen des Merkmals, ob die Substitution erlaubt sei oder nicht, gefunden zu

haben. Ein solches Merkmal könnte seiner Meinung nach die Berechenbarkeit

des Resultats sein, aber er zweifelt, ob sich das beweisen ließe. Vielmehr glaubt

er, (laß es zu keinem Beweis irgendeiner Wahrheit nötig sei, seine Zuflucht zu

nicht allgemein gültigen oder imaginären Substitutionen zu nehmen.

Im wesentlichen handelt es sich hier aber um eine Scheinfrage, denn wendet

man eine nicht allgemeine Substitution an, so ist die Herleitung nur gültig unter

derselben Einschränkung, welche für die Substitution gilt. Das Resultat mag

allgemeiner gelten, wird dann aber nicht durch die betreffende Herleitung ge-

rechtfertigt.

Ein weiteres Thema, das wiederholt in den MM auftritt, ist die Lehre von den

entgegengesetzen Grüßen 7 . Jetzt, d. h. MM 1038-1039, dreht es sich wieder um

die Frage nach der richtigen Definition der Addition, aus der sich die üblichen

Rechenregeln herleiten lassen. Mehrere Definitionen werden geprüft, wobei er

schließlich die gewöhnliche Erklärung (MM 1039) zustimmend beurteilt. Zum

Schluß wird in MM 1047 noch die Unterscheidung zwischen arithmetischer und

algebraischer Addition und Subtraktion eingeführt.

Allgemeine Mathematik

Bolzanos wichtigste mathematische Beschäftigung in der Zeit dieser Auf-

zeichnungen war wohl die Verbesserung der üblichen Beweise des binomischen

Lehrsatzes. Das Hauptmoment dieser Verbesserung war eine genauere Behand-

lung der Reihen, vornehmlich die Bestimmung ihrer Konvergenz und damit die

Bestimmung des Gültigkeitsbereichs der Binomialformel s .

Die Bezeichnung »unendliche Reihe« bedeutet bei Bolzano immer eine endli-

ehe Reihe, die ins Unendliche, d. h. immer weiter, fortgesetzt werden kann.

Eine Reihe berechnen oder sununieren, heißt zu zeigen, daß ihre Stimme bei der

unbeschränkten Fortsetzung dem Wert einer bestimmten Größe »so nahe

kommt als man nur will« (MM 1047). Eine Reihe ist für ihn also eine bestimmte

veränderliche Größe 9 (eine Stimme), die, wenn sie aus r Gliedern besteht, auch

Zum letzten Mal in dem Auszug aus Klügcls Wörterbuch, MM 838-839 (BGA 2B 6/2,

S.41-42).

8 Vergl. B. Bolzano: Der binomische Lehrsatz, Prag 1816.

Vergl. auch B. Bolzano: Rein analytischer Beweis ..., Prag 1817, § 1.
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wohl mit F 	 wird, und wenn ihre Glieder Funktionen von x sind, mit

F(xL oder F(x,r).

Wann kann man nun unendliche Reihen summieren, d. h. wie kann man an

ihnen selbst feststellen, ob sie einem bestimmten Wert zustreben? Auf diese

Frage gibt er in MM 1047 eine bemerkenswerte Antwort: »Auch 00 Reihen, wenn

sie nur convergieren, 1. h. wenn die Summe ihrer Glieder vom r to bis r + s`, so

groß man auch s nehmen mag, hat man nur r groß genug genommen, < jede ge-

gebene Größe zu werden vermag, lassen sich genau surnmieren« 10 .

Hier haben wir das sogenannte allgemeine Konvergenzkriterium für Reihen,

(las nicht recht im Einklang ist mit den oben angeführten zerstreuten Bemer-

kungen über die Konvergenz der unendlichen Reihen und erst 1817 in der Ar-

beit Rein analytischer Beweis ... veröffentlicht worden ist. Die Entstehungszeit

obiger bemerkenswerten Antwort ist ein wenig unsicher. Die mit Bleistift ge-

schriebene Bemerkung ist zwar zweifellos von Bolzanos Hand, aber die Hand-

schrift ist ein wenig verstümmelt. Aus diesen Tatsachen kann man vermuten,

daß es sich um eine spätere Einschiebung handelt.

Die Behauptung des Kriteriums ist auch nicht mit einem Beweis versehen, in

dem gezeigt wird, daß, falls die Reihe F, das Kriterium erfüllt, es auch eine

Größe F gibt, der die Reihe Fr »so nahe kommen kann als man nur will. Fer-

ner wird es in der Arbeit Der binomische Lehrsatz aus dem Jahre 1816 nicht an-

gewandt. Das ist auch nicht nötig, weil hier der Grenzwert F(x) immer bekannt

ist, und er sich darauf beschränken kann zu zeigen, daß F(x) — F,(x) durch Ver-

mehrung von r beliebig klein gemacht werden kann. Im Rein analytischen

Beweis (1817) ist die Sache deutlich, denn in § 5 werden die Reihen, welche das

Kriterium erfüllen, als eine besonders merkwürdige Klasse eingeführt, und in

§ 7 wird behauptet, daß es zu einer solchen Reihe eine (un(l nur eine) Größe

gibt, der sie beliebig nahe kommen kann. Im Beweis wird dann gezeigt, daß ^lie

Voraussetzung einer unveränderlichen Größe, die von der Reihe angenähert

wird, keine Unmöglichkeit enthält, weil man diese Größe beliebig genau bestim-

men kann, und das wird dann mit der Behauptung »Es gibt eine reelle Größe

der sich die Reihe nähert« gleichgesetzt. Man sollte aber zum Kriterium kciue

weitere Voraussetzung mehr hinzusetzen.

Es sei noch hingewiesen auf die Bemerkung MM 1055, Z. 11, wo Bolzano, im

Zusammenhang mit der Frage nach der Darstellung einer beliebigen Funktion

durch eine Reihe, über den Begriff der Stetigkeit folgendes bemerkt: »Aus der

Stetigkeit folgt eigentlich wir, Blaß f(x + Ax) = fx + cu sein müsse, wo w so klein

10 Man vergleiche auch MM 816 (BGA 2B (i/1, S.147).



werden kann, als man nur will, wenn man Ax klein genug nimmt. Nicht aber,

daß w irgend eine positive Potenz von Ax enthalten müsse«. Hier wird das

Merkmal also als eine Folge der Stetigkeit betrachtet, aber schon in MM 815 11

verwendet er das Merkmal, wie alle anderen, um zu beweisen, daß Funktionen

stetig sind, d. h. das Merkmal wird als Definition der Stetigkeit gebraucht.

Daraus kann man aber nicht schließen, daß Bolzano das damals auch so gese-

hen hat, denn in MM 943 2 (8.11.1814) gesteht er über den Begriff der Stetigkeit:

»Noch immer hin ich über die eigentliche Erklärung dieses Begriffes nicht im

Reinen«. Doch geht er immer mehr in die Richtung, das Merkmal als Definition

aufzufassen, wie man z. B. aus MM 1051 ersehen kann, wo er behauptet, (laß a"

stetig ist, weil man w so klein nehmen kann, daß a' +`L — a" beliebig klein wird. Man

beachte aber auch, was er in MM 1052 in der Hypothese eines Satzes sagt: »Und

F(x + Ax) kann dem Werthe F(x) so nahe treten, als man will, oder (F(x + Ax) —

F(x))/Ax hat irgend einen endlichen Werth so klein nian auch Ax nimmt«. Weiler

einsieht, Blaß die Voraussetzung des Satzes Überflüssiges enthält, wird er in

MM 1053 folgendermaßen neu formuliert: wenn die Funktionen cp,.(x) für jedes x

gegen Null streben, wenn r unbeschränkt wächst, so streben auch die Funktio-

nen f ,.(x, Ax) = (W,(x + Ax) — cp,.(x))/Ax gegen Null, wenn r unbeschränkt wächst,

so klein man Ax auch nehmen mag. In dieser Allgemeinheit kann der Satz nicht

bewiesen werden, denn ist cp r(x) im Intervall [1,3/2]  durch lineare Interpolation

der folgenden Werte cp,,(1 + 1/2n) = 1/r, q,(1 + 1/(2n + 1)) und w,( 1 ) = 0, so ist die

Voraussetzung erfüllt, weil für alle x im Intervall gilt p,(x) <_ 1/r und f (1,1/2n) _

2n/r, zu jedem r sich also ein n angeben läßt mit f,(1,1/2n) > 2, obgleich, wenn x

und Ax unverändert bleiben, fr(x, Ax) gegen Null strebt. Wenn man r nicht ver-

ändert, dann strebt fr(1,Ax) aber keinem bestimmten Wert zu, wenn Ax gegen

Null strebt, d. h. die f,, sind für x = 1 nicht differenzierbar und auch nicht stetig.

In einer Note bemerkt Bolzano, claß dieser Satz im Binomischen Lehrsatz

aufgestellt werden muß. Das hat er auch in § 29 getan. Dabei hat er aber die Vor-

raussetzung des Satzes weiter eingeschränkt, indem er auch verlangt, daß

f,(x,w) = g,.(x) + S2, d. h. daß die Funktionen cp r differenzierbar sind. Diese

Annahme meint er im Beweis in MM 1053 noch ohne weiteres voraussetzen zu

können, d. h. ohne sie in die Voraussetzung des Satzes selbst aufzunehmen.

Im Laufe des Beweises im Binomischen Lehrsatze zeigt er, daß die g, stetig

sind. Das kann nicht richtig sein, denn es gibt stetige Funktionen f(x), deren

Abgeleitete nicht stetig sind. Aus einer solchen Funktion erhält man durch

tt BGA 2B 6/1, S. 145.
12 BGA 2B 7/1, S. 47.
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f,, = f(x)/r Funktionen f,., die für jedes x mit wachsendem r gegen Null streben,

die Abgeleiteten dieser Funktionen sind aber ebenfalls unstetig. Einen so allge-

meinen Satz wie in § 29 braucht er jedoch nicht im Binomischen Lehrsatz, wo

es sich um Potenzreihen handelt. Auf diesem Wege aber kommt man einem ana-

lytischen Beweis des binomischen Lehrsatzes aus dem Taylorschen Satz sehr

nahe.

Für seinen Satz sieht Bolzano auch eine Anwenmliingsmöglichkeit im Beweis

der Taylorschen Formel. Diese Formel wurde von Taylor durch eine kühne und

geistreiche Ausdehnung seiner Differenzenformel hergeleitet' ; , und Bolzano

sieht nun eine Möglichkeit, mittels seines Satzes das Taylorsche Vorgehen in ei-

nen genauen Beweis umzuwandeln. Zu diesem Zwecke macht er einige Versuche

(MM 1056-1058, 1060-1062, 1063-1067), die nicht zum Ziel führen. Die dabei

auftretenden Schwierigkeiten zeigen sich als unüberwindlich.

Analysis

Zur Vorbereitung seiner genaueren Behandlung des hinornischen Lehrsatzes

gibt Bolzano in MM 1028-1029 eine Ubersicht über die Arithmetik der verän-

derlichen Größen, die »so klein werden können, als man nur immer will«.

Solche Größen werden mit w, Q, usw bezeichnet. Die Behauptungen sind:

Am = Q, uw ± w" = Q, mm< = Q, to» = S2, wenn n eine positive rationale Zahl

ist, (A + w)" — A" = Q, für beliebiges n. Ferner der Lehrsatz: Wenn A + c) =

B + SZ so ist A = B, mit dem Beweis, wenn z. B. A > B, also A = B + D, so wäre

13 + D + w = B + Q, also D = Q — w, was ungereimt ist. Das sind bekannte Sätze.

Für beliebige Funktionen jedoch behauptet er z. B. folgendes: Wenn A = B + cn

nndC=D+cu',soistAC=BD+Q,A/C=B/D+f2,AC =B° +Q. Dabeikön-

nen die Funktionen auch von der Form f(x,r) sein, wie z. B. ein endlicher Ab-

schnitt einer unendlichen Reihe, wobei er unter einer Reihe eine Größe ver-

steht, »die aus einer willkürlich zu vermehrenden Menge von Gliedern besteht,

die nach einem gewissen gegebenen Gesetze gebildet werden sollen«. Mit Aus-

nahme des letzten sind diese Sätze, versehen mit ausführlicheren Beweisen, in

der Arbeit Der binomische Lehrsatz 14 aufgenommen.

Zum Schluß sei noch auf zwei Einträge hingewiesen, die Bolzano offenbar als

wissenswert betrachtete.

13 Für die Idee des Taylorschen Vorgehens siehe MM 1055 und Taylor: Methodlns incre-

mentorn ►n.

14 • Bolzano: Der bino,nische Lehrsatz, Prag 1816. §§ 15-21.
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Erstens in MM 1097 die Preisfrage der königlichen Dänischen Gesellschaft

der Wissenschaften für das Jahr 1814, in der nach der expliziten Lösung der

Differentialgleichung y(x) > ' + Ny(x) = MX(x) gefragt wird, in der M und N Kon-

stanten sind und X eine gegebene Funktion von x. Ich (lenke aber, daß diese

Aufgabe im Jahre 1814 sieht sehr aktuell war, weil sie sich leicht nach Lagrange

lösen ließe

Zweitens die in MM 1085 erwähnte Formel von Bürmann für die Reihenent-

wicklung einer Funktion nach Potenzen einer anderen, in der kurzen Darstel-

hing von Hindenburg' 6 im 8ten Heft seines Archivs (1798). Laut Hindenburg ist

seine Darstellung ein Auszug aus einem Auszttge von Bürmann aus seinem

Buche Essai de calculfonctionnaire. Bolzano interessiert sich für den Beweis

der Formel, weil Bürmann daraus die Reihenentwicklungen der elementaren

Funktion, den Taylorschen Lehrsatz und die Lagrangesche Reihe herleitet. Ob-

gleich Bolzano im voraus vermutet, daß der Beweis nicht richtig sei, hält er es

doch für möglich, daran die nötigen Anderungen vorzunehmen, wodurch sich

die jeweiligen Bedingungen der Konvergenz der auftretenden Reihen aufstellen

ließen.

Mechanik

In dem Auszug aus Busses Kleinen Beyträgen beschreibt Bolzano ganz kurz

den Inhalt des VI. Beitrags über eine Anwendung des Maupertuischen Prinzips

der kleinsten Wirkung 17 . Die Wirkung, heißt es in MM 1060, sei die »Summe der

Producte aus den Massen in die Quadrate der Geschwindigkeiten«.

Das Prinzip und der Begriff der Wirkung waren zu Bolzanos Zeit allgemein

bekannt. Maupertius hat die Wirkung 1744 18 so erklärt: »la quantité d'action

est proportionelle ä la somme des espaces multipliés chacun par la vitesse avec

laquelle le corps les parcourt« (mfvds) und (las Prinzip so: »la lumière, ..., le

chemin quelle tient est celui par lequel la >luantité d'aetion est la moindre«.

Die Darstellung aus 1746' ° lautet: »La quantité d'action est le produit de la

15 Vgl. Lagrange Théorie des fonctions, § 66, S. 62-63.

16 Vergl. Hindenburg (4): Versuch einer vereinfachten Analysis. Fiir eine moderne Dar-
stellung vergleiche z. B. E.T. Whittaker und G. N. Watson: A course of modern ana-

lysis, 4te Ausgabe, Cambridge 1946, S. 128-130.

17 F.G. Busse: Rechnungen nach dem Grundsatze der so genannten kleinsten Wirkung,
Kleine Beyträge, S. 72-78.

18 Vergl. Maupertuis (1), S. 573.

l° Vergl. Maupertuis (2), S. 290.
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masse des corps, par leurs vitesse & par 1'espace qu'ils parcourent« und

»Principe general. Lors qu'il arrive quelque changement dans la nature,

la quantité d'action, nécessaire porn• ce changement, est la plus petite qu'il soit

possil ► le«.

Methodologie

In diesem Bereich bieten die Miscellanea manches, was für die Auffassungen

Bolzanos nicht unbedeutend ist, insbesondere in bezug auf den Begriff der

Möglichkeit, der sogar in der Wissenschaftslehre nicht ganz befriedigend aus-

gearbeitet ist. Betrachten wir z. B. den Kommentar MM 1053-1054 zu der

Herleitung der Lösung der Funktionalgleichung für sinx. Dabei verfährt man

folgendermaßen: man versucht die Koeffizienten a, einer Funktion f(x) =

so zu bestimmen, (laß f(x) die Funktionalgleichung erfüllt. Was hat man damit

bewiesen? Im Grunde nur, (laß wenn eine Funktion der angegebenen Form die

Funktionalgleichung erfüllt, die Koeffizienten so und so beschaffen sein müs-

sen. Im wesentlichen setzt man dabei voraus, daß die Funktion eine Lösung der

Gleichung sei, und bestimmt dann, welcher Art eine solche Lösung sein muß,

^1. h. die daraus hergeleitete Form der Koeffizienten bildet eine notwendige Be-

clingung dafür, (laß die vorausgesetzte Funktion eine Lösung der Gleichung sei.

Auch nach Bolzano ist die Sache damit nicht abgetan, denn er meint in diesem

Falle, daß man auch umgekehrt zeigen solle, daß die Reihe, die man gefunden

hat, auch wirklich die Funktionalgleichung erfüllt. Im wesentlichen liegt darin

der Unterschied zwischen notwendiger und I ► inreichender Bedingung, was

Bolzano sich hier ausnahmsweise bewußt zu sein scheint. Ein besseres Beispiel

bildet die sogenannte Bedingungsgleichung der Integrabilität (équation de con-

dition von Lagrange) für die Existenz einer Funktion w = w(x,y,dy, (l 2 y, ... ,

d"- 'y) derart, daß clw = v, wo v eine gegebene Funktion v = v(x,y, dy,d2 ' ...,d"y)

ist (siehe MM 1120). Uie Bedingungsgleichung (MM 1120, Z.21), die wir kurz

mit B(v) bezeichnen, ergibt sich aus der Forderung dw = v durch Berechnung

von d 2w und dv und Elimination der Funktion w. Was man nrnn gezeigt hat, ist

folgendes: wenn eine Funktion w die Bedingung dw = v erfüllt, so erfüllt v die

Gleichung B(v), d.h. die Gleichung B(v) ist notwendig für die Existenz einer

Funktion w mit clw = v. Wenn v die Gleichung erfüllt, so ist noch nichts ent-

schieden, und darum bemüht Lagrange sich zu beweisen: wenn v die Gleichung

0(v) erfüllt, gibt es auch eine Funktion w mit dw = v. Crelle, um dessen Ab-

handlung es sieh hier handelt, gibt diesen Lagrangeschen Beweis, obgleich er

ihn für überflüssig hält. Das ist auch die Meinung Bolzanos, der sie dadurch be-
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gründet, daß er »es ist möglich« als gleichbedeutend betrachtet mit »es gibt>.

Aber dann ist der Beweis oder jedenfalls die Einsicht, daß es eines solchen

Beweises bedarf, nicht überflüssig. Der Beweis wäre nach Bolzano nicht über-

flüssig, wenn Lagrange mit »möglich« nur »problematisch möglich« meint, d. h.

daß noch kein Widerspruch erkennbar ist, wenn B(v) gilt, woraus nach Bolzano

allerdings noch nicht die »absolute Möglichkeit« folgen würde 20

Eigentlich haben wir es mit derselben Sache zu tun, wie bei der oben genann-

ten Lösung der Funktionalgleichung für sinx, wo Bolzano verlangt, daß man

nachher prüfe, ob die gefundene Reihe die Funktionalgleichung erfüllt.

B. VAN ROOTSELAAR

20 Zu Möglichkeitsurteilen vergl. auch B. Bolzanu: Beytrüge zu einer begründeteren

Darstellung der Mathematik, Prag 1810, II §§ 15.:35, 37.
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Miscellanea rnathematica, 12.

B[ei]m h[e]rauszuge, v.[on] Textur.

Kurze Darst[e]ll[un]g d[e]r hölr.[eren] Analysis oder] d[e]r F[un]ction[en]-

l[e] hre nach ihr[e] sn 1 g[e]g[e] nw. [ärtigen] Zust. [ande], n[e]bst  Anw. [endung]

d [e] rs. [elben] auf d[ie] höh. [ere] Geom. [etrie], u.[nd] ei. [nem] Anh.[ang] v.[on]

d.[em] II l/ariationscalcul. Z.[uml leicht[e]rn V[e]rst[än]d[ni]sse v[on] Euler's,

Lagrange's, Lacroix's, 1 u.[nd] a. [nderern] gr. [ö] ß: [erii] W [e] rk [en] bearb. [eitet]

v.[om] K. Preuß[ischen] Art. [illerie] Hauptm.[ann] v.[on] Textor. 1 Berlin, 1809.

Vorr. [ede] S. [eite] X. D [ie] Analysis bl[o]ß nach d [en] entg: [egengesetzten]

Oper[a]tion[en] des Diff[e]r[eri]z.[ierens] ii[nd] 1 Int[e]gr.[ierens] e[in]z[u]-

th[ei]1[en] schien [ni]cht zw[e]ckm[ä]ß[i]g, °(Allerd[in]gs; so w[e]n[i]g wie

d[ie] 11 Chemie bl[o]ß in d[ie] Tr[ennun]g[s]l.[ehre] u[nd] h[e]rh[in]rl[un]gs-

1[e]hre) 5 1
W[enn] Ax, üy bis auf Null 1 ► [e]rabk[o]rti[men], so n[enn]t d[e]r V[e]rf.[asser]

das V[e]rh[ä]lt[ni]ß w[a]s sie dann z[u] e[inan]d[e]r haben]  , u.[nd] sie

s[e]lbst d[ie]se Null g[e]word[ene]n D[in]ge schr[ei]bt 1 er [mi]t ei.[nem]

curs[i]v[en] dy, dx; u[n]t[e]r dy, dx, (wo ein größ[e]r[e]s, st[eJli[en]d[e]s 1 d
vorg[e]z[ei]ch[ne]t ist') kann rn[an] endl[i]che Gr[ö]ß[en] v[e]rst[e]h [en], d[ie]

[nu]r j[e]n[e]s V[e]rh[ii]lt[ni]ß z[u] e[inan]d[e]r II hab[en]. °(G[an]z r[e]cht,

wenn] [nu]r Null[en] ein V[e]rh[ä]lt[ni]ß z[ii]e[inan]d[e]r hätt[e]n! D[enn]

hab[en] sie es, so ka[nn] rti[an] ja [mi]t ihn[en] s[e]lbst, [m]it dy, dx r[e]ch-

n[en], w[a]s br[au]cht es d[e]r Substit.[utioii] d[e]r endl.[ichen] Gr[ö]ß[en] dy,

dx d[ie] sich wie dy, dx v[e]rh[a]lt[en]?) ° 1
Z[ii]r Beantw.[ortung] d[e]r Fr[a]ge, ob rn[an] sich [un]t[e]r dx im[me]r

[nu]r Null vorst[e]11[en] kö[nn]e, s[a]gt d[e]r V[er]f.[asser] St[e]llt m[an]

sich d[ie] F[ut ► ]ction y = fx d[urc]h e[in]e Curve constr.[uiert] vor, so w[ir]d II
y + üy = fx + dx + • dx 2 + .. d[ie] z[u]r Absc.[isse] x + dx

g[e]hör[i]ge Ord.[inate] 1 vorst[e]11[en]. Diese Ord.[inate] w[ir]d, wenn] x

e[ine]rl.[ei] bl[ei]bt, bl[o]ß v.[on] dx abh[an]g[en], u.[iid] d[e]r y 1 um so näh[e]r

k[o]m[men], je kl[eine]r dx, so d[a]ß f'.[ür] dx = 0, ihr Unt[e]rsch[ie]d g[an]z

v[e]rschw[in]d[e]t. 1 Die v.[on] all[en] mögl:[ichen] Ord[ina]; [en] y + py

z[u]nächst an y lieg[en]de Ord.[inate], ist ein B[e]g[ri]ff, 1 d[e]r sich [ni]cht

f[e]sthalt[en] 1[ä]ßt °(ja w[o]hl w[ei]l er wid[e]rspr[e]ch[en]d ist, ind[e]m es

k[ein]e II d[e]rgl.[eiclten] gibt), u.[nd] d[ie] ob[i]ge R[ei]he ka[rin] k[einen]

Ausd[ruc]k dafür g[e]b[eii]. ilnt[e]rcl[e]ss[en] w[enn] 1 rn[at ► ] il [im] 1)iff[e]r[cu]z

Im Manuskript ist dieser Unterschiedl nietet konsequent due,•hgeüihrt. Aus dem Kon-

text ist Jedoch deutlich wrrli•hc Zeichen genirint such.

27



py = dx ( + d • dx2 + ..) b[e]tr[a]chtet, so sieht rh[an], d[a]ß dies[e]lbe 1 so

lange dx noch irg[en]d ei[nen] auch noch so kl.[einen] W[e]rth b[e]hält, [ni]cht

kl[eine]r als dx d w[e]rd[en] ka[nn], °(F[a]lsch! sie ka[nrr] auch kl[eine]r

s.[eirr] w[enn] A neg[a]t.[iv]" ist — Doch das ist eirr kl[eine]s V[e]rseh[err]!)°

M[an] ist 1 dah[e]r g[e]rröth[i]gt, d[ie]se Gr[en]ze des Abn[e]h[rnen]s v[on] Ay

f.[ür] d[ie] Gr[ö]ße s[e]lbst z[ii] n[e]hm[en]: I) f[o]lgl[ich] y + py = y + • dx

f.[ia] d[ie] nächstanlieg[eri]de Ord[ina]t[e]. s[e]lbst arzz[u]seh[en]! 1 °(() hem!

A. [us] d [e] rn v [e] worr [enen] Style des V [er] f. [assers] konnte rn [an] sich schon

[ni]cht v[ie]l v[e]rspr[e]ch[en]. 1 A.[us] d[ie]s[e]r Aeuß[e]r[un]g noch w[e]n[i]-

g[e]r! Also gibt es doch e[in]e nächstanl[ie]g[en]de Ord.[inate] 1 u.[nd] d[ie]se ist

y + • dx. W[enn] ab[e]r = 0; s[a]gt  er w [ei] t [e] r, so ist es y + z • dx2 .

Warum] 1 [m]uß rn[an] doch i[mme]r w[ei]t[e]r g[e]h[en]? U.[nd] [n]ur auf ein

Gl[ie]d? Wie w[enn] alle f[o]Ig[en]d[en] = 0 s[in]d? II Hat d[ie] I,[inte]

v[ie]ll[ei]cht dann gar k[ein]e anlieg[en]de Ord[ina]te? —)° 1
W [enn] z e[in]e F[un]ct[iorr] v[on] x, u. [ ► id] y ist, u [urd] rh[an] hat

dz = `f' • dx + • dy, worin] 1  u [nd]  g[e]wisse F [un] ct: [innen] v. [on] x, y
dx dy A dy

s[in]d: so kann] rn[an] [mi]t d[ie]s[e]r Gl[ei]ch[un]g k.[eirren] r[e]cht[err]

Sinnt v[c]rb[irr]d[err], w[enn] m[an] dx u[rid] dy j[e]d[e]s f.[ür] Null a[n-

nimm]t; d[e]nn rn[an] sieht alsd.[ann] [ni]cht, war[um] es 1 nöth[i]g ist beyde

Gl[ie]d[e]r im zweyt[en] Th[ei]le beyz[iu]b[e]halt[en]. °(Wied[e]r e[in]e an-

d [c] re An.] sicht! M. [an] sieht, wie d [e] r V [er] f. [asser] schw[a]nkt.) »Soll d[ie]

Gl[ei]ch[uir]g ei[nen] Si[nn] liab[en], so [rnu]ß rn[an] 1 sich u[n]t[e]r dx

u [nd] dy w illk: [iirliche] (, r [ö] ß [en] vorst [e] 1l [c] n. W [errn] i[an] alsdann d[ie]

F[un]ction z 1 v.[on] x u[ncl] y d[urc]h e[in]e krumme] Ob[e]rfl.[äche] construirt,

1028 so w[ir]d dz = fK • dx + y • dy 11 e[in]e Gl[ei]ch[un]g s.[ein], w[e]lche b.[ei]

d [ie] s [e] r k r. [ummen] Ob [e] rfl . [äche] St[a]tt f[in]d[e]t,  u [nd] w [e] lche, w[enn]

rii[an] sie con-Istruirt, ind[e]m rn[an] dx, dy f.[ür] d[ie] [m]it x, y# Coord.[i-

n.ateri] in d[em] Endp. [unkte] v. [orr] z f. [ür] d[en] 1 Anf [an] gsp. [unkt] nirrr[m] t,

e[in]e d[urc]h d[ie]s[en] H[unkt] g[e]Ii[en]de B[e]rühr[un]gseb[en]e dar-

st[e]llt.«— °(1 W[ei]t[e]r s[a]gt d[e]r V[er]f.[asser] [rri]chts. Da soll .1[e]m[an]d

klug dar[au]s w[e]rd[en]!) ° II
Einleit[un]g. Uib[e]rd[en] B[e]g[ri]ff d[e]rD]fJ[e]r[en]t[ia]le. 1
S.[eite] 3. Wenn] in , äx = 0 w[ir]d, so w[ir]d auch Ay = 0; rrr[an] schr[ei]bt

alsd.[ann] u[rid] n [enrr] t d [ie] s [e] s 1 V [e] rh [ä] lt [ni] ß das Difl[e] r•[en] t[ial] -

v[e]rh[ä]lt[rri]ß, wo also dy, dx [rru]r 2 v[e]rsch.[iedene] Zeich[en] f.[iiir] Null 1
s[iiuId. Es entst[e]ht [nun] d[ie] Fr[a]ge, wie zw.[ischen] 2 zu Null g[e]-

lm Maassskrilpt fehlt hier tiu,l in Zeile 33 (ler Exponent 2 im Nenner.
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word[ene]n Gr[ö]ß[en] e[in] V[e]rlr[ä]lt.[niß] St[a]tt f[in]d[en] kö[nn]e? An

u[rrd] f[ür] sich ist d[ie]s[e]s [ni]cht w[o]hl d[e]nkb[a]r. W[enrr] II ih[an] ab[e]r

2[e]n v[e]ränd:[erlichenl Gr[ö]ß[en] Ay, Ax e[inma]hl ein V[e]rh[ä]lt[ni]ß z[u]-

schr[ei]bt, so ka[nrr] 1 rrr[arr] f.[ür] d[en] F[a]ll, da j[e]de d[e]rs.[elberr] = 0

w[ir]d, k[eirr]eAusn[a]h[me] mach[en]. °(All[e]rc][iii]gs, d[e]nn 1 dann sind sie

[nilcht m[e]hr vorh[an]d[en].) Dies[e]s erläut[e]rt rh[an] g[e]w[ö]h[n]l[i]ch

d[urc]h jene] 1 V[e]rh[ä]lt[ni]sse, w[e]lche b.[ei] pA, h.[eim] Q, ... St[a]t.t f[in]-

d[en], etc. 1
°(In d[e]r F[o]lge s[a]gt d[e]r V[er]f.[asser] »M.[an] ka[nn] sich auch [uii]t[e]r

dx, dx, dy, dy s[e]hr kl[ein]e II Gr[ö]ß[en], im Si[nn]e des g[e]m.[einen]

L[e]b[en]s vorst[e]ll[en].« U.s.w. kurz, er w[ei]ß s[e]lbst 1 [ni]cht, was er

s[a]g[en] soll. U.[nd] das Buch hat s.[einen] 'Tit[e]l [ni]cht v[e]rdi[e]nt.) °

1. Abschn[i]tt. 1
§.3. J[e]de F[un]ct[ion] y = fx, ka[nn], w[enn] x um dx w[ä]chst in e[in]e

R[ei]he nach st[ei]g[en]d[en] 1 Pot[en]z[en] v[on] dx v[e]rw[a]nd[e]lt w[e]r.

d[en]. B[e]w[ei]s (wie Lag[ran]ge. die li[ei]he ka[nn] k[ein]e g[e]broch[eneri] II
Exp.[onenten] hab[en], w[ei]l etc.) ° 1
§.5. Wie rrr[an] d[en] erst[en] Die]r[en]t[ia]lcoeffici[e]nt[en] (ein g[u]t[e]r

N[a]hm[e]) v[on] x", lg x, 1 a', sirr x, cos x, .. l[irr]d[en] kö[nn]e, s[e]tzt d[e]r

V[er]f.  [asser] als b [e] k [ann] t vor[au]s.

U.s.w.1
Das Uibr[i]ge in d[ie]s[e]m Buche ist nach Lagrange etc. II

Lehrsätze zur D(ff[e] r[en] t [ia] lr[e] ch[nun]g g[e] hörig. 1
§. 1. Willk.[ürlicher] S[atz]. E[in]e Größe, d[ie] so kl.[eirr] w[er]d[en] ka[nn] als

rn[an] [nu]r will, b[e]z[ei]chne rn[an] d[urc]h tu, Q, tu', Q', d[er]gl[eicherr] 1
§.3. L[e]hrs[atz]. Wenn] A e[in]e endliche] Gr[ö]ße b[e]z[ei]ch[ne]t, d[ie]

u [rr] v [e] rärid [er] t bl [ei] bt, w [á] h [ren] d tu so l:l . [ein] w [er] d [en] k [an] n, als

rn[ari] [nu]r will, 1 so auch A.w = Q d. Fr. ka[nn] so kl[eirn] w[er]d[eri] als rrr[an]

[nu]r will.

§.2. L[e]hrs[atz]. tu ± tu' = Q. d.h. w[enn] 2 Gr[ü]ß[eri] tu, tu' beyde z[u]gl[ei]cli

so kl[ein] w[er]d[en] kön[nen], als rn[arr] [nu]r will, so ka[nn[ es 1 auch ihre

Su[mm]e o[der] Diff[erenz] w[e]rd[en].' 1
§.4. L[e]hrs[atz]. cwxt = Q.

In dem Raunt zwischen den Zeilen 30 und 37 eine Art Berechnung zur Rechtfertigung

des Satzes § 5 für einen gebrochenen Exponent, welche zeigen soll, fall w°' mit w ge-

gen Null strebt.
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§.5. L[e]hrs[atz]. w", w[enn] n irg[en]d e[in]e pos.[itive] (g[an]ze oder]

g[e]br.[ochene] Z[a]hl b[e]d[eu]tet) = S2 1

g.6. L[e]hrs[atz]. Also auch (A.w)" = 62 A.w" + B.w 0 + C.wt + ..'' 	 35

4.7. L[e]hrs[atz]. Auch (A + (0)" - A", n mag pos.[itiv] o[der] neg.[ativ]

s. [ein] = 62

U. s. w.

Lehrs[atz]. W[enn] A + w = 1; + 62, wo w u[nd] 62 so kl[ein] w[er]d[en] kön[nen],

als rh[an] [nu]r will, w[oi]h[ren]d 1 A, B [u]rrv[e]ränd.[ert] bl[ci]b[err]: so [mu]ß

A = B seyn. B[e]w[ei]s. D[enn] wär[e] z.B. A > B; also B + D; so hätte rh[an]

B + D + w = B + 52; D = 62 - w, w[e]lch[e]s u[n]g[e]r[eirn]t, w[ei]l 62 - w so

1029 klein] w[er]d[en] ka[nn], als m[an] [nu]r will (4.2) nicht ab[e]r D. -] 	 40,27

L[e]hrs[atz]. W[enrr] rn[an] zw.[ischen] g[e]wiss[en] Gr[ö]ß[en] e[in]e o[der]

m[e]hr[e]re Gl[ei]ch[un]g[en] hat, w[e]lche eritw.[eder] v[ö]ll [i]g g[e]nau

o[der] doch [rni]t d.[er] Einschr[än]k[un]g 1 b[e]st[e]h[en], d[a]ß w[enn] d[ie]

C,1[lc]t1[e]ramz[a]1hl d[i]rs.[elberr], nach ei.[nom] b[é]st[imm]t[err] G[e]s[e]tze

v[e]rm[e]hrt w[ir]d, d[e]r Unt[e]rsch[ie]d zw.[ischerr] d[en] 1 beyd[en] Th[ei]

l[e]n d[e]r Gl[ei]ch[un]g kl[eine]r als j[e]de g[e]g[e]b[en]e Gr[ö]ße w[er]d[en]

ka[nn]: so w[ir]d auch j[e]de a.[us] d[ie]s[en] Gl[ei]ch[un]g[en] nach cl[en]

gelt[en]d[en] R[e]g[e]ln 11 d[e]r Alg[e]bra abg[e]leitete Gl[ei]ch[un]g ent- 3o

w.[eder] v[ö]ll[i]g g[e]nau s.[ein], o[der] doch [m]it d[e]r E[in]schr[än]k[un]g

b[e]st[e]h[en], d[a]ß d[e]r Unt[er]sch[ie]d zw.[rschen] ihr[en] Iheyd[en] '1'h[ei]-

l[en] kl[eine]r als j[e]de g[e]g[e]b[en]e Gr[ö]ße g[e]rnacht w[e]rd [en] ka[nii],

w[enn] rn[art] 1 [nu]r d[ie] Anz[a]hl ihr[e]r Gl[ie]d[e]r nach d[e]m schon ob[en]

b[e]st[imm]t[en] G[e]s[e]tze so s[e]hr v[e]rm[e]hrt, als rri[an] will.

B[e]w[ei]s. Denn d[ie] s[ä]rntl.[iclren] 'I'r[a]nsfor[ma]tio[nen], wod[urc]h d[ie]

Alg[e]b[r]a a.[us] g[e]g[e]bene[n] Gl[ei]ch[un]g[en] neue bildet, j sind f[o]l-

g[en]de: sie addirt je 2, o[der] subtr[a]ltirt sie II o[der] rnult[i]pl.[iziert] d[ie] 35

e[iii]e [m]it d.[er] and.[eren], o[der[ div.[idiert] sie, oder] erh[e]bt d[ie]

Gl[ie]d[e]r d[e]r ei[nen] auf d[en] Pot[en]z, d[e]r[en] Expo[nen]t d[ie]

Gl[ie]d[e]r d[e]r 1 aiul[e]r[e^]n si[n]d, o[der] zieht solche W[u]rz[e]ln, - - - 1

N[un] ist w[enn] A=ß+wu[nd]C=D+w': Auch A+C=B+D+ 62; also

d[ie] 1 Gl[ei]ch[un]g A + C = B + D u[n]t[e]r  d[e]r im Lehrs. [atze]

ang[e]g[e]b[enen] Einschr[än]k[un]g g[e]lt[en]d. Eb[en]so A - C = B - D; 1

U. [nd] AC = BD + 52; , [nd] ^^, = n + 62; ii. [nd] A" = B'' + 52. Denn 11 4o

Diese Formel gehört inhaltlich zu § 5, steht im Manuskript aber ungefähr zwischen

den Zeilen 33 und 34.

Die restlichen Zeilen 41-45, sowie die Zeilen 1-26 von MM 1029 sind gestrichen.
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AC =(B+w)°+ ^° B n +(D+ui)B u+ w - 'w+... =BD +D.w+w'w+..=B u

+Q.U.s.w.1

N. Hier haben] A, B; C, D, .. [wicht const:[ante] Größen] b[e]zeich[ne]t;

sond.[ern] F[un]ction[err] v.[on] x, y, .. d[er]gl.[eichen] u.[nd] 1 e[irr]e d[e]r-

s[e]lb[en] u[n]t[e]r A, B; ingl. [eichen] rt[ ► t]t[e]r C, D noch üb[e]rd[ie]/d v.[on]

u[n]b[e]st[imm]t[e]r Gl[ie]d[e]rz[a]hl. v.[on] d.[er] For[m] f(x,r).

N. M.[an] sollte F[un]ction[en] v[on] u[rr]b[e]st[imm]t[e]r u.[nd] nach ei.[nem]

g[e]wiss[en] g[e]g[e]b[enen] G[e]s[e]tz[e] z[u] v[e]rm[e]hr[en]d[er] Gl[ie]-

d[e]rzahl eig[en]ds zeichn[en]. Etwa F' (x). od[e]r R(x) (Reihe v[on] x) E[in]e

Reihet ist 11 e[iri]er Gr[ö]ße, d[ie] a.[us] e[ine]r ru'illk.[ürlich] z[u] v[e]rm[e]h-

r[en]d[en] M[e]nge v[on] Gl[ie]d[e]rn b[e]st[e]ht, d[ie] nach ei.[nem] g[e]wis-

s[en] 1 g[e]g[e]b[enen] G[e]s[e]tze g[e]bildet w[e]rd[en] soll[er ► ]. 1

D[e]r ob[en] auf d[ie]s[e]r S.[eite] st[e]h[en]de L[e]hrs[a]tz mag w[o]lil [m]it

d[e]r in s[einem] B[e]w[ei]se z[u] l[e]tzt ang[e]hängt[en] B[e]ding[un]g 1

w[a]hr s.[ein], [nu]r scheint er [m]ir iih[e]rh[au]pt in d.[er] Wiss.[enschaft]

v.[on] k[eine]r Br[au]chb[a]rk[ei]t, u.[nd] höchst[en]s dazu dienl[i]ch I um

z[u] erkl[ä]r[en], wie m[an] auf d[em] bish[e]r[i]g[en] W[e]ge, wo rn[an f.[ür]

(1 + x)', 1 + nx ...; für lg(1 + x), x — 21 + .jI für e', 1 + x + z2 + 13 ... ohne

R[üc]ks.[icht] subst.[ituiert], ob x < o[der] > 1 ist, r[i]cht[i]ge R[e]sultate habe

erhalt[en] kö[nnen] II 1030

M.[an] erhielt sie n[ä]hml[i]ch i[mme]r [nu]r dann, w[enn ] r"rm[an] z[u]l[e]tzt

wied[e]r st[a]tt solche Reih [en] wie 1 1 + ny + n " zt y2 + .. —, (1 + y)", etc sub-

stituirte. U.[nd] d[a]d[urc]lt hob sich d[e]r F[e]hl[e]r auf, es wäre 1 eb[en]so g[u]t

g[e]w[e]s[en], w[enn] rn[an] st[e]ts (1 + x)" beyb[e]halt[en] hätte.' Leitete

rrr[an] d[urc]h j[en]e Substitution 1 1 + ny + n .. her, so hätte rn[an] ohne sie

g[e]r[a]d[e]zu (1 + y)n erhalt[en]. II

Es ist d[ie]ß eb[en]so, wie [m]it arul.[eren] an sich absurd[en] Op[e]ration[en]

o[der] Substitution[en], 1 d[ie] sich z[u]l[e]tzt w[ie]d[e]r aufh[e]h[en] z.B.

w[enn] st[a]tt 1 + x 2, (x + V':i) (x — ) g[e]s[e]tzt w[ir]d. 1

Aufg[abe]. Die For[me]ln f.[ür] cos rnq, sin mg aus cosg, sing ohne 	 z[ti]

find[en]. 1

(: G[e]w [ö]rr[n]1[i]ch g[e]ht rn[an] v.[on] d. [er] For[me]l aus (coscp + sincpv'i)'' _

cos mcp + sin mcp) 1
Lehrs[atz]. Für m = 0, = 1, = 2 g[e]lt[en] d[ie] G1[ei]clr[uri]g[en] 11

Doppelt unterstrichen, sowie »willk.« in Zeile 45.

Die Zeilen 45-46 sind vorne durch einen Strich markiert.

2 In diesem Zusammenhang wäre (l+y)" natürlicher.



rn	 m=1	 m-2	 '2	 m-1 m=`l m-3cos m^ = cos tp — m	 2 cos	 cp sin cp + m	 2	 3	 4
cos 	 4cp sin 4Cp — ...

sin mcp = rncosm-1q•sin(p—m•1n 
1•m322.cosm-3cp•sin3cp+m• m=1, m-2

2	 3	 'l	 3
m 3 in - 4 . cos"(P sin5CP —.4	 5

so w[ei]t in[an] auch d[ie] Gl[ie]d[e]r d[e]r R[ei]h[e] forts[e]tz[en] mag, bricht

rn[arl] sie [nu]r [ni]cht ab, so lange m noch I kl[eine]r als das, w[a]s in[an] irn

1 [e]tzt[e]n F[a]ctor als Coeff.[izient] abzieht. I

B[e]w[ei]s. B[e]k[ann]t. II

L[e]hrs[atz] W[enn] d[ie] Gl[ei]ch[un]g[en] des vor[i]g[en] 4 1'[ür] irg[en]d

einen] b[e]st[imm]t[en] W[e]rth v[on] m g[e]lt[en], so g[e]lt[en] sie auch I

f[ür] m + 1.1

B[e]w[ei]s. D[en]n  es ist cos (m + 1) cp == cos mc • coscp — sin mcp • sincp = (nach

d [e] r Vor [au] ss. [etzung]) 1

_= coS"'cp • coscp — rn m21 • COSrn -1 cp sin 2(F + m s5 .t .. m—3cos" 3q sin4(P — .. +
rn 1 	m-r-1 	1n-r+l	 .	 m 1	 m-1m z	 r 	cos	 tpsirl r(p—m•cos (p•sin2(V+m• z

m-`2	 m-3	 4	 +	 ui-1 inr +2	 m-r+l3 cos	 cp • sin cp — .. _ m z— .. -r- cos'' 41 q sin'cp

+	 m	 m m-2 m-3	 4cosmt cQ — (m + 1) 	 cos -1 cp sm l cp +	 ()1	(m + 1) 	3 cos	 cp sin cp — ...

I)as allg[e]m[eine] Gl[ie]d ist n7 •=1 rn-r+2 ( 1 + m-r+l
) cos' +l(p. sin'cp =2	 r-1	 r

rn
 m 1	 rn r+2

 (
/ m+2 ) COS"+1 -r(P . sin'cp 	 = (m + 1) rn	 m-1	 (m+1 -r+1

2	 r 1	 r	 Z	 2

cosm 1- rcp sinrcp; w [e] lch [e] s d[ie] For [rne] l f. [ür] d[en] cos. ist.

11)b[en]so w[ir]d d[ie] f.[ür] d[en] sin[us] g[e]f un]d[en]. I

L[e]hrs[atz]. Also gelt[en] d[ie] Form[e]ln des e[r]st[en] 1.[e]hrs.[atzes]

allg. [emein] f.[ür] j [e] de g[an]ze pos. [itive] Z[a]hl m. — — I (
1VB. Für e[in]e n[e]g[a]t[i]ve o[der] g[e]broch[en]e ab[e]r si[ ► 1]d sie h[ier]d[urc]h

noch [ni] cht erwies [en] .R II Für solche W [e] rthe v. [on] m g[e]lt[en]  sie w[o]hl

[nu]r w[errn] ( < +- 1 ist. Denn [nu]r in d[ie]s[e]rn F[a]hle I corlv[e]rgir[en] die

Reihen. Denn d[ie] ob[i]g[en] R[ei]h[en] lass[en] sich auch so au.sd[rüc]k[en] I

cos mcp = COS^ r 'CQ (1 — m rn=1 t 2 + m • m-1 , m-2m, -3 t 4 _
2	 g	 2	 3	 4	 g	 ) II

m	 m-1 -2 3	 m=1 -`2 in_3 m-4 5sinmcp=cos cp(mtgcp—m	 m3 •tgcp+m 2 •
m
 3 • 4 •y •tgcp —

..) I
Woraus (g[e]l[e]g[en]/i[ei]tl[i]ch b[e]m[e]rkt) auch f[o]lg[en]d[e]r L[e]hr

s[atz].I

L [e] hrs[atz].
m-1 m-2 	3	 m-1 m-2 m-i m-4	 5	 h	m•tg(p—m z 3 •tg cp+m z 3	5 •tg (p—.

1031 tgmCQ =	 m-1 2	 rn-1 rn-2 m-3 4	 II
1—m' 2tgcp+m	 tgcp., 3 4 	...

Die Zeilen 26-28 sind vorne durch einen Strich markiert.

1, Die restlichen Zeilen 33-41 sind gestrichen.
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Aufg[abe]. D[ie] T[an]g[en]te des n f[a]ch[en] W[i]nk[e]ls d[urc]h d[ic] des

e[in]f[a]ch[en] in e[ine]r R[ei]he ausz[u]dr[üc]k[en].

Aufl[ösung]. Es sey d.[ie] T[an]g[en]te des e[in]f[a]ch[en] W[in]k[e]ls, x; u[nd]

tg ncp = A • x" + B xß + C xY + .. + R xt 1 so [m]uß d[urc]h I)iff[e]r[en]tiation 5 :

rr(1 + tgzncp) = a • A • x° ßBxl - ' + YCxY - ' + ..

n + nA2 x2" + 2n A B x"+ f; + n B 2 • x 2ß + 2n A C x"+Y + 2n ß C • xß+Y +

nC2x2 +.. + nR2 • x 2Q = a • A x"- ' + ßB xß - ' + yC xY - ' + .. + QR xe - ' [ Also4

a-1=0,A=n;ß-1 =2a=2;ß=3,ß='j;Y-1 =a+ß=4,y=5; C=
ln• A11+n132 __ 2n 5 + n'

5 3.5 5
U.[nd] d[ie] Gl[ie]d[e]r üb[e]r (Lg — 1) hi[na]us kö[nnen] e[inan]d[e]r [ni]cht

m[e]hr gl[ei]ch g[e]s[e]tzt w[e]rd[en]; sie [rn]üss[err] also so kl[ei]n w[er]d[en]

kön[nen], 1 als rh[an] [n]ur will, w[e]lch[e]s [n]ur dann] mögl[i]ch ist, wenn] x

ein echt[e]r Bruch. — D[a]ß ab[e]r dann d [ie] R [ei]he d[en] 1 W[e]rth v[on] tg ncp

w[ir]kl[i]cli ausd[rüc]ke, [m]uß and[e]rswoh[e]r erwiesen] w[e]rd[e]n. Etwa

a.[us] ihr[e]r Uib[e]r[ein]st[immurr]g, [m]it d[en] ^ 11 [ei]!;  d[e]r v[o]rh[e]r-

g[e]!i:[enden] L[e]hrs[ä]tze, d[c]r[en] Gült[i]gk[ei]t f.[ür] einen] g[e]br.[oche-

nen] o[der] neg.[ativen] Exp.[onenten] rn[an] ab[e]r noch darth[un] 11 [mu]ß.  1

Um z[i] b[e]weis[en], d[a]ß d[ie] 0[ei]h[en] f.[ur] sin ncp, cos rrcp irt ihr[e]r

größten] Allg[e]rn[ein]h[ei]t k.[eine] and[e]re Form hah[en] kö [itrten], als

d[ie] ob[en] ang[e]g[e]b[ene]n; ka[rrn] rn[an] so v[e]rf[a]Itr[en]. 1

Es sey sin ncp = Ax" + Bxß + Cx 4 + .. Rxe, wo x = sincp ist. So ist d[urc]h

Diff[e]r[eir]tiatio[u] 1 rr cos ncp = (etAx" - ' + (3Bx! - ' + YCxy - ' + ... + eiRxe - ')

coscp u.[ncl] nocli[ma]li[l]s diff[e]r[en]tirt] ]1 U.[nd] — n 2 • sin ncp = (et • (a-1)

Ax" - 2 + ß(ß-1)Bxß - 2 + y(Y-1) CxY - 2 + .. + (—l) RxQ- l) coscp — [[ — (a • A
x" -t +ßBxt - '+yCx?-t +..+eRxe - ')xII

Ab[e]rs coscp = (1 — x 2)! = 1 — z x 1 + n x4 ... — Auch zu umständl [i]ch! —

G[e]l[e]g[en]h[ei]tl[i]ch. Die I'or[me]ln, w[e]lche (l[en] Sin., Cos. d[urc]h ein

Prod[u]ct ausd[riic]k[en], b[e]weist Käst-Iner (Arif[an]gsgr:[ünde] 1. [er] Anal.-

[ysis] des Unerrcll.[icheri]) S.270) g[an]z richtig.

Kö[nn]te rn[arr] d[ie] Allg[e]in[ein]gült[i]gls[ei]t ob[i]g[e]r Form[e]ln f.[ür]

sirr mw cos mcp [n]icht d[rr]rclt ähnl[iche] Schlüsse 1 nie lh.[eirn] ßiriom[ia]1-

3 Diese stin ► urt nic ht, weil im linken Glied nach cp differenziert wird und im

rechten Glied nac h tgcp.
4 Die Gleichungfür C stitinnt rneht.

5 Das Zei.•hten des li•tzten Glieds der lt osine sollte ein Nlinntizeieh,•n sind.

33



theor[em] erw[ei]s[err]. Sie g[e]lt[en] erw[ei]sl[i]ch f.[ür] n = —1. w[enn]

tgcp < ±1. 1 F[e]rn[e]r erh[e]llet, d[a]ß w[enn] sie f.[ür] 2 b[e]st[imm]te

W[e]rthe p u[nd] q gelt[en] sie auch f.[ür] (p + q) g[e]lt[en] 1 [mü]ss[en]. Denn,

w[enn] p u[nd] q g[an]ze Z[a]hl[en] b[e]deut[en]: so [mü]ss[en] die erst[err]

Gl[ie]d[e]r w[e]lch[e]r S.[umme] d[ie] For[me]l ( cos(p + q) cp = cosp.cp

cos q.cp — sin p.tp • si n q.cp gibt, w[enn] rrs [arr] d [ ie] W [e) rthe f. [ür ] c[o] s pcp, etc.

subst.[ituiert.] 1 iib[e]r[ein]st[imrnen]d s.[ein] [m]it denj:[enigen], w[e]lche d[ie]

Form[c]I cos (p + q) cp = cosittl cp + ... gibt. Usw. kurz, g[an]z auf äilrnl.[iche]

Art, wie b.[eim] Binom[ia]lth.[eorem] g[e]schloss[en] w[ir]d.

§. Hier nächst wäre d[ie] R[i]cht[i]gk[ei]t d[e]r Form[e]l schon f.[ür] j[e]de

negative] g[an]ze Z[a]hl erwies[en], 1 im[me]r [un]t[e]r d[e]r B[e]d[in]g[un]g,

d[a]ß  = tgcp < -+1 sey. II

4. Es w[ir]d sich w[o]hl auch darth.[un] 1[a]ss[en], d[a]ß, w[enn] d[ie] e[iii]e

v[on] beyd[en] For[me]ln f.[ür] [i]rg[en]d einen] W[e]rth v[on] m 1 gilt, auch

d [ie] and[e]re gelte: o[der] d[a]13  w [enn] rrm[an] d[en] W [e] rt.h d.[er] ei [nen] = i 1

s[e]tzt, d[e]r W[e]rth d[e]r and.[eren] __ (1 — u2) sey* II # W[ir]d sich auf eb[en]

d[ie] Art darth.[un[ 1 [a] ss [en], wie d[e]r  L [e] hrs. [atz] (1 + px + ..) (1 + qx ..) =

+ (p + q) x + .. b.[eim] B[i]no[mia]lth[eorem]. D[e]nn wenn] m e[in]e 1

g[an]ze Z[a]hl  b[e]deutet, so [mu] ß (1 -- U 2) _ (1 — cos2 mcp) 1 = sin mcp s. [ein] —

etc et[c] S.[iehe] 1038 11

§. Dann ließe sich v[ie]ll[ei]cht, um ihre Gült[i]gk[ei]t auch f.[ür] - , z[u]

b[e]w[ei]s[err], (wo n e[in]e g[an]ze pos.[itive] Z.[alil] vorst[e]llt) 	 so z[u]

W [e)rke g[e]h[err]. Sey cos 1'cp — i, "zr • cos -2W • sin lcp ... = U; so ist ; eos° ^p

sincp — ^, " 21 z.2 • cos° 2 c1. sin3cp + ... 1_ (1— U2) . Und, nach ei. [nem] d[e]r

vorh [e] rg[e] h. [enden] §., 2U (1— U 2) 1 = ...

1032 U.s.w. II

Laeroi.2. Algebra.  1
Anfangsgt-[iitn]de d[e]r Alg[e]bra v.[on] S.F. I,acroix. Nach d.[er] 7 t[en] Aus-

g. [abe] 1 üb[e]rs. [etzt] [m] it Anm. [erkungen] u. [nrd] Zus. [ätzen] v. [on] M. Metter-

nich D.[oktor] d. [e] r Phil. [osophie], Prof [essor] d. [e] r M [a] th. [ematik] 1 u[nd]

Phys[ik]. N[e]bst ei.[nenn] Arih.[arig] worin d[e]r S[a]tz: »a.[us] e[ine]r g[e]-

g[e]b[eneri] M[en]ge v[on] F[a]ctor[en], kann] II »das Prod[u]ct nach N

Weis[ein] g[e] bilcl [e] t w [e] rd [en] « v [öö] 1l [i] g erw [ie]s [err] ist. Mainz. 1811.

Vorr[ede]. Lacroix hat in e[ine]r eig[enen] Abh.[andlung] Les essays sur l'En-

seignement en général et sur celui des Mathématiques en particulier, (a. [us]

d[e]r Vorr[e]d[e] zu s.[einer] Alg.[ebra] entst[anden]) 1 v[ie]l Gut[e]s üb[e]r
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L[e]hrm[e]t.h.[ode] vorg[e]tr[a]g[err]. °(Mich däucht, ich k[enn]e d[ie]ß Gute

a. [us] s. [einer] Geom. [etrie] )°

— D[a] 13 d[e]r B[e]w[ei]s des S[a]tz[e]s, d[a]ß F[a]ct:[oren] [rrr]it v[e]ränd.[erter]

Ord[nun]g e[ine]rl[ei] Prod[uk]t g[e]b[en], in d[en] Anf[an]gsgr[iin]d[en]

f[e]hle, 11 hat z[u]erst d'Alembert er[inner]t. (Euleni Calc.[ulus] Diff.[erentialis]

annot. [atio] ad § 214.) Legendre hat in s. [einem] groß [en] W[e]rke  Essais sur la

Théorie des nornbres6 e[inen] B[e]w[ei]s z[u] g[e]b[en] g[e]sucht 1 d[e]r v.[on]

d. [ein] des V[er]f.[assers] v[e]rsch[ieden] ist. — G[e]g[e]nw[ä]rtig[e]s ist [nu]r

d[e]r erste Th[ei]l; d[e]r 2" 1 Th[ei]1 errt.li[ä]lt d[ie] Anuz[endurig] d[e]r

Alg.[ebra] auf g.[erade] u[nd] kr..[umme] L.[iriien], d[e]r dritte das Com-

pl[emen]t v[on] F[un]ction[en], 1 v.[on] v[e]rsch[ie]d[enen] M[e]th[o]d[en]

G1[ei]ch[un]g[en] a[u]fz[u]1[ö]s[en], vorn] Newtonsch[en] Binoin, v.[on]

Reih[en] etc— D[e]r V[er]£[asser] will 1] auch d[ie]se'I'h[ei]le üb[e]rs[e]tz[en]. 1

§.8. E[in]e Gl[ei]ch[urr]g ist d[ie] Gl[ei]c/rli[ei]t 2[e]r Gr[ö] ][en]. 1
§. 20. S. 41. Anm.[erkung] des l J i b [e] rs. [etzers] (die Subtr. [akt ion n ] neg. [at iver]

Gr [ö] ß [en], wie Kästner. 7 — (-5)] = 7 + 3 — 3 — (-3) = 7 + 3.

§.58. a. Metternich u[n]t[e]rsch[ei]d[e]t e[in]e ahs.[olute] u[nd] rel.[ative] B[e]-

d[eu]t[un]g d[e]r Z[ei]ch[en] + , —. In d.[er] ahs.[oluten] b[e]z[ei]chn[en] 11 sie

zu addir[en]de, u.[rrd] z[u] subtr -[a]lr[ie]r[en]de Gr[ö],/J[en]. — Zwo a.[us] e[i.ne]r-

l[ei] Einh[ei]t[en] b[e]st[e]ll[en]de Z[a]hl[en] o[der] Größ[err] 1 können] sich

g.[egen] e[inan]d[e]r so v[e]rhalt[en], d[a]l3 sich ihre Einh[ei]t[en] w[e]chs[e]ls-

w.[eise] z[e]rnicht[en], wenn] sie z[u]s[a]rtt[men]k[o]rr[men], u[nd] si[rrd]

dah[e]r 1 so z[u] e[inan]d[e]r, wie d[ie] addirt[e]n u[nd] subtr[a]h]h[ie]rt[e]n

Z[a]hl[e]n. (D[ie] B[ei]sp[ie]le, d[ie] d[e]r V[er]f.[asser] anführt si[n]d zi[em]-

1[i]ch 1 inrpass[en]d, als Linien] nach ob[en] u[nd] u[ii]t[en], v[e]rg[an]g[ene]

u[nd] L[ün]ft.[ige] Z[ei]t) Zahl[en] v[on] solch[en] entg[e]g[enge]s:[etzten]

Eig[en]s:[chaften] w[e]rd [en] [m]it entg[e]g[errge]s:[etzten] Zeich[en], d[ie]

ei[nen] [m]it +, d[ie] ancl.[eren] [m]it — aufg[e]nori-r[men]. D[ie] Schick-

1[i]chk[ei]t d[ie]s[e]r Z[ei]ch[en] erh[e] II [e]t d[a]r[au]s, 11 w[ei]l addit[i]ve u[nd]

subtr[a]ct[i]ve Einh[ei]t[en] sich gl[ei]chf.[alls] z[e]rnicht[en]. Diel3 ist [nun]

d[ie] r[e]l[a]t[i]v[e] B[e]d[eu]t[un]g d[e]r 1 Zeichen] + —. Die Z[ei]ch[en] + —

drück[en] also in ihr[e]r r[e]l[a]t[i]v[e]n B[e]d[eu]t[un]g Eig[en]sch[a]ft[en]

d[e]r Größe aus, d[ie] unabh.[ärrgig] v.[on] d [en] Großh[ei]t [n]ur in Wort[en]

ang[e]g[e]b[en] w[e]rd[en], u[nd] d[e]r[en] Sinn] l[ei]cht d[a]d[urc]h v[e]r-

st[än]dl[i]ch w[ir]d, w[enn] rn[ari] d[ie] e[in]e v.[on] zwo entg[egen]g[e]s:[etz-

6 Vergl. Legendre Essai, Introduetiss.
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