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VORWORT

Dieser Band enthiilt eine Transkription des Hefts 12, MM 1027 - MM 1122 der
mathematischen Tagebiicher Bolzanos, der Wiscellanea Mathematica. Die Ver-

iffentlichung erfolgt gemii der panschalen Genehmigung der Handschriften-
sammlung der Osterreichischen Nationalbibliothek in Wien vom 2. Januar
1967, Die Originale werden unter den Signaturen Series Nova 3453 (Hefte 1-7),
3454 (Hefte 8-15) und 3455 (Hefte 16-24) in der Handschriftensammlung auf-
bewahrt. (Vergl, auch BGA E 2/1, 8. 28-30.) In der Bernard Bolzano-Gesamt-
ausgabe (BGA) wird dieser Band mit 1T B 7/2 bezeichnet.

Die Ausgabe ist mit gewissen A h die im Editionsbericht beschrieben
werden, gemiill den Editionsprinzipien in BGA Band E 2/1, 8. 8-15, hergestellt.

Wir danken Dr. 8. J. Suys-Reitsma fiir die wesentliche Hilfe bei der Bearbei-

tung der griechischen und lateinischen Textteile.

Den Bibliotheken der Bundesrepublik Deutschland, der ONB Wien und den
hollindischen Bibliotheken danken wir fiir ihre freundliche Unterstiitzung bei
der Vorbereitung dieses Bands, Inshesondere danken wir Fran Dr. E. Irblich
der Handschriftensammlung ONB Wien fiir das Negativ von MM 1107 (8. 167)

Dem redaktionellen Stab des Verlags und besonders Frau M. Junghauer, die
uns bei mehreren Fragen weitgehend unterstiitzt hat, danken wir fiir die Sorg-
falt, mit der auch dieser Band betreut worden ist,

Die Herausgeber

B.van RooTsenasr
A.van per Luer



EDITIONSBERICHT

Das Manuskript ist nach den Editionsprinzipien in BGA E 2/1 wiedergegeben.
Daraus ergibt sich eine bestimmie Korrespondenz zwischen M kript und ge-

drucktem Text, die hier zur klaren Ubersicht kurz zusammengefaBt und erliu-
tert wird.

Der durchgiingige deutsche Text ist in Bolzanos Manuskript in deutscher

Formeln und vereinzelte Buchsta-

Schrift geschrieben, Fremdsprachige Teil

ben (besonders zu den Figuren) im Druck sind im Manuskript in lateinischen

Buchstaben geschrieben. Einzelne Buchstaben in deutscher Schrift im Manu-
skript sind im Druck in Fraktur gesetzt. Die im Manuskript unterstrichenen

Wiirter, Siitze und Formeln sind im Druck kursiv «tzt. Fiir Kursivdruck in-

nerhalb der Interpolationsklammern sei auf die Editionsprinzipien hingewie-
sen. Absiitze im Druck entsprechen Absiitzen des Manuskripts.

Die am Rande des Manuskripts auftretenden Vertikallinien, geschwungenen
Klammern, quer geschriebenen Wiirter u.dgl. sind in Fubnoten erliutert wor-
den. Die
sche Bemerkungen zu eigenem oder fremdem Text in Klammern, versehen mit

iguren sind neu gezeichnet. An mehreren Stellen hat Bolzano k

hochgestellten Zeichen, wie z. B. °( )%, hinzugefiigt. Diese Zeichen sind im allge-
meinen im Druck unverindert wiedergegeben, manchmal aber haben wir ein
anderes Zeichen wiihlen miissen.

Die in den Formeln vorkommenden Funktionszeichen der speziellen mathe-

matischen Funktionen sind einheitlich durch die heute iiblichen ersetzt worden.

hten war, mit d be-

Die Differentiale sind, wo kein Miiverstiindnis zu be
zeichnet,
Exzerpte aus Biichern und Abhandlungen sind als Paraphrasen hetrachtet

und nicht als Zitate, obgleich sie bisweilen einem Zitat sehr nahe kommen. Die

Zusammenfassungen und Paraphrasen sind, mit Ausnahme von denen aus den
Werken von Jungius und Arzberger, gepriift worden und wenn nitig in Fubno-
ten behandelt. Unklarheiten und stirende Fehler, welche sich in Bolzanos Zu-



sammenfassungen eingeschlichen haben, sind ebenfalls in Fulinoten vermerkt

worden. Im iibrigen ist der Text als Bolzanos eigener Text bearbeitet.

Zuletzt noch eine Bemerkung iiber die Interpolati in den 7
sungen. Da die von Bolzano behandelten Biicher im sprachlichen Ausdruck er-
heblich variieren, war es bei der Auflisung von Bolzanos Kurzschrift iifters not-
wendig, die Ergiinzungen nach den Originalschriften durchzufiihren, zumal
eine Ergiinzung in moderner Rechtschreibung oft unmisglich war. Dieses Yorge-
hen hat iiberdies den Vorteil, dall man von der Ausdrucksweise des jeweiligen

Verfassers einen Eindruck gewinnt und der Text dadureh natiiclicher und leb-

hafter erscheint.



EINLEITUNG

Dieser in der Gesamtausgabe (BGA) mit 2B 7/2 hezeichnete Band enthiilt
die Transkription des zwilften Heftes der Miscellanea Mathematica (MM
1027-1122). Der Inhalt dieses Hefts ist zwischen 3. 1. 1815 (MM 995, Heft 11)
und 23,5, 1815 (MM 1166, Heft 13) (24. 5. 1815 (MM 1167)) entstanden. Aus die-
sen Datierungen kann man auf eine Entstehungszeit von etwa Anfang Februar
bis in die zweite Hilfte April schlieBen.

In dieser Zeit war Bolzano intensiv beschiiftigt mit der Abfassung seines
Binomischen Lehrsarzes, und mehrere seiner Bemerkungen und Untersuchun-
gen in diesem Heft sind in das Buch eingearbeitet worden,

Der Inhalt setzt sich einerseits aus Ausziigen ans Lehrbiichern und anderen
Arbeiten mit von der Lektiire unmittelbar angeregten kritischen Bemerkungen
und kiirzeren Untersuchungen und andererseits aus mehr selbstiindigen Un-
tersuchungen iiber Themen seines stindigen Interesses, inshesondere seine
Versuche zur Verbesserung des Beweises des binomischen Lehrsatzes, znsam-
men.

Die Biicher, die in diesem Heft von Bolzano gepriift werden, sind: Kurze
Darstellung der hishern Analysis (1809) von Textor (MM 1027-1028), Anfangs-
griinde der Algebra von Lacroix in der Ubersetzung (1811) von Metternich
(MM 1032-1035), Die Lehre von der Per ion und Combination (1806) von
Jungins (MM 1040-1041), der binomische Lehrsatz im Mathematischen
Warterbuch (1803) von Kliigel (MM 1041-1045), Aufsiitze von Pfaff (MM
1045-1046) iiber die Lagrangesche Reih icklung und die Umkehrung der
Reihen in Hindenburgs Archiv (1795), Complément des Elémens d'Algebre
(1804) von Lacroix (MM 1048), eine Arbeit von Hindenburg iiber den Taylor-
schen Satz in Hindenburgs Archiv (MM 1055-1056), Kleine Beytrige sur
Mathematik und Physik (1786) von Busse (MM 1058-1060), Erleichterter Un-
terricht in die hihere Mefkunst (1788) von Biirja (MM 1067-1068), Verglei-
chung zwischen Carnots und meiner Ansicht der Algebra (1804) von Busse




(MM 1068-1071), Aufsiitze in Hindenburgs Archiv von Kliigel iiber entgegen-
gesetzte Grillen (MM 1070-1073), von Kiistner iiber Glenies Antecedental Cal-
culus und iiber Tangenten und Secanten (MM 1074-1075), von E. G. Fischer
iiber Wegschaffung von WuorzelgriBen (MM 1075-1077), von Pfleiderer iiber
einige Euklidische Deffinitionen im fiinften Buch der Elemente von Euklid
(MM 1077-1079). von Pasquich iiber eine Exponentialrechnung (MM 1079-
1083), von Kliigel iiber Kreisherechnung (MM 1083-1085) und ein Auszug aus
einem Ausgug einer Arbeit von Biirmann iiber eine vereinfachte Analysis

(MM 1085), in dem eine Verallgemeinerung der Lagrangeschen Reihenenwick-

lung vorkommt (die sogenannte Lagrange-Biirmannsche Formel). D t dlie
Reihe nicht erschipft. denn es geht weiter mit The method of Fluxions von
Newton in der Ubersetzung (1736) von Colson (MM 1086-1088), Versuch einer
Darstellung der Rechnung mit verdnderlichen Griflen (1813) von Crelle
(MM 10891098, 1120-1122), Grundriff der Algebra (1815) von Nordmann
(MM 1100-1105), Versuch einer festen philosophischen Besti & der ersten
Vorstellungen und Grundbegriffe der Griflenlehre (1814) von Kraushaar
(MM 1105-1107) und einer Arbeit von Arzberger iiber eine Sortierwaage (1814)
in Gilberts Annalen der Physik (MM 1117-1119).

Von den Untersuchungen, die nicht unmittelbar durch die Priifung von

Biichern und Abhandlungen angeregt worden sind, seien die folgenden ge-
nannt:

Lehrsiitze zur Arithmetik der unendlich kleinen Graflen, . h. Grillen sdie
s0 klein werden kimnen als man nur immer wills (MM 1028-1029), Betrach-
tungen iiber den Begriff der Reihen und ihre Konvergenz (MM 1029, 1047,
1050-1052, 1098-1099, 1102). Herleitung der Formeln fiir cosmgp und sinmegp
ohne Verwendung von imaginiiven GriBen (MM 1030-1031, 1038-1039) und
das damit zusammenhingende Problem der Zerlegung in Faktoren von x" = a",
ehenfalls ohne imaginire Graflen (MM 1108-1116). Untersuchungen iiber die
i in Gleick n (MM 1035-1037).

Zuliissigheit von pewisse
Betrachtungen iiber entgegengesetzte Grillen (MM 1038, 1039-1040, 1047).
Beweisversuche, welehe mit dem Beweis des binomischen Lehrsatzes zusam-

menhiingen, wovon einige teilweise in die Arbeit Der binomische Lehrsaiz
aufgenommen sind, z.B. in § 29, der Beweis eines Satzes iiber Funktionen
(MM 1052-1053). Ferner Versuche, den Taylorschen Satz aus dem binomi-
schen zu beweisen (MM 1056-1058, 1060-1067) und eine Betrachtung iiber den
Begriff des Mittelpunktes ( 1099-1100},

Im folgenden wird auf einige der Untersuck und kritischen Bemerkun-

gen Bolzanos etwas niiher eingegangen. Dabei werden die Themen allgemeine
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Geometrie, hihere Geometrie, Algebra, allgemeine Mathematik, Analysiz, Me-
chanik und Methodologie untersehieden.

Allgemeine Geometrie

Wiederholt hat Bolzano sich damit beschiiftigt, den Begriff des Mittelpunktes
einer Figur festzulegen, und zwar geometrisch oder analytisch. MM 1099: Geo-
metrie. Begriff des Mittelpunkis, fingt Bolzano mit folgender Definition an: Der
eigentliche Begriff des Mittelpunktes eines riumlichen Dinges ist der Begriff
eines Punktes von der Beschaffenheit, daB jede gerade Linie durch ihn auf der
einen Seite so wie auf der anderen liege: oder dall von je 2 entgegengesetzien
Richtungen durch diesen Punkt die eine ein eben solches Verhiiltnis 2o den Tei-
len des Dinges habe, wie die andere 2o anderen.,

Daraus behauptet er folgern zu kinnen, dall der Mittelpunkt einer Linie cin
Punkt sei, von dem der Umfang der Linie in je 2 entgegengesetzten Richtungen
gleich weit entfernt ist. Dieser Text gehiirt zum gestrichenen Teil. Daran schlieft
sich eine mehr analytische Bestimmung an., welche hinauslinft auf die Be-
dingung f(x) = ~f{~x) fiir eine Linie y = f(x), d. h. wenn (x.y) ein Punkt der Li-
v) (= 0) fiir
Bedingun-

nie ist, dann auch (-x, —v), und auf die Bedingung F{x.y) = Fi—x
die durch eine Gleichung Fix.y) = 0 gegebene Linie (MM 1100). Di
gen driicken die Punktsymmetrie um den Punkt (0,0) aus. Fiir den Fall, dall der
Punkt (a,b) «Mittelpunkt« sein soll, gibt Bolzano die Bedingung Fla + x, b + y)
=Fla - x, b -y} (=10 an, fir Polarkoordinaten die Bedingung Flgp.z) =
F(2ng, 7 — i, - z), welche doch wohl lauten sollte Fist + ¢, 2) = Flg.z). Die Punkte
(g, z) und (2n7 - ¢, — 2) liegen gespiegelt zu ¢ = /2,

Die Versuche. eine Erklirung des Mittelpunkis eines Punkisystems zu geben,
bilden in den MM eine lange Geschichte, die hier korz erwihnt sei.

In MM 4! sucht er den allgemeinen Satz zu beweisen, dall es zu jedem Punki-
system einen Punkt gibt, der aus allen Punkten des Systems auf einerlei Art be-
stimmt werden kann. Dieser Punkt, der nicht immer mit dem Schwerpunkt zu-

sammenfillt, soll der Mittelpunkt des Systems sein. Den Spezialfall eines

Systems von zwei Punkten betrachtet er als sehr tig, weil er in diesem Falle
meint, aus der Existenz eines Mittelpunkts die Existenz entgegengesetzter Rich-
ion MM 1099 geht umgekehrt der Be-

{vergl. anch MM 597%).

tungen folgern zu kimnen. In die Defir

grifl der entgegengesetzten Richtungen

" BGAZB 21, 5.26.
BGA 2B 5/1, 8,51,



In MM 349" bemerkt er im Zusammenhang mit Ramus, dall die Geometer in

jedem System einen Mittelpunkt 1

den sie auch Mittelpunkt der Griife
1. Dieser allgemeine Begriff soll nach Bolzano erst festgelegt werden (fiir

ge geometrische GriBen). AnschlieBend gibt er dann dieselbe Definition
wie in MM 4: es ist derjenige Punkt, der aus allen bestimmt wird nach einerlei
Regel, und folgert daraus unmittelbar: Da zeigt sich dann zuniichst, dab der
Mittelpunkt bei einem Systeme zweier Punkte derjenige sei, der in der Richtung
zwischen ihnen ebenzo weit von a wie von b entfernt ist. Den Mittelpunkt in ei-
nem Systeme von n Punkten findet man, wenn man ete,

In MM 456" beurteilt Bolzano Ides Definition in den Anfangsgriinden der rei-
nen Math tik, ein Mi

rade Linie, die durch ihn geht, auf beiden Seiten gleich weit bis zum Umfange

Ipunkt ciner Figur sei ¢in Punkt, von dem jede ge-

reicht, als richtig, und bei dieser Gelegenheit wirft Bolzano die untergeordnete
Frage anf, wie man den geometrischen Schwerpunkt nennen sollte, der, falls es
einen Mittelpunkt gibt, mit di

em zusammenfiillt. Die Benennung Schwer-
punkt betrachtet er als allau mechanisch.

In der Fortsetzung MM 58501 seiner Kritik an Schultzens Anfangsgriinden der
Geometrie, kommt er in MM 597°, anliblich der Aufgabe, eine gerade Linie zu
halbieren, wieder auf die Betrachtung des Mittelpunkts zuriick. Der rechte Be-
weis der Halbierung einer Strecke ist fiir ihn nicht der gewihnliche, mittels
Kreishogen, sondern der folgende: »Es gibt entgegengesetzte Richtungen, in wel-
chen man zu gleichen Entfernungen Punkte nehmen kann. Das System dieser
Punkte hat einen Mittelpunkt, Also jedes, da jedes dem anderen dhnlich ist«.

Hihere Geometrie

Eine ebene Kurve, deren kriimmungsiindernde Ursache konstant ist, ist ge-
kennzeichnet durch drfds = C, wobei r der Kriimmungshalbmesser ist. In
MM 1098 sucht Bolzano die Linien zu besti deren krii iindernde
Ursache gich gleichformig iindert, d. h. dab das, was sie iindert, konstant ist. Er

sucht also die Linien, fiir die die Ursache der kriimmungsindernden Ursache,
d.h. d*r/ds* konstant ist. Die Differentialgleichung, die er erhilt, ist aber zun
kompliziert, und die Integration wird dem Leser iiberlassen, Er hiitte es sich
leichter machen kisnnen, wenn er erst integriert hiitte, um r(s) = q(s}, wo qis)

¥ OBGA 2B 32, 8,104, 105,




ein hiichstens quadratisches Polynom ist, zu erhalten. Setzt man dann r (s) =
¥'(s)/ x"(&), 50 erhilt man unter Verwendung von x(s)* + y'(s)* = 1 und der Sub-
stitution x'(s) = sing{s), ¥" = cosq(2) die allgemeine Formel fiir x(s) und y(s), de-
ren Auswertung aber nicht so einfach ist. Die Frage ist damit aber grundsitzlich
gelist,

Algebra

In MM 1030 stellt Bolzano sich die Aufgabe, die aus der de Moiveeschen For-
mel (cosqp + ising)™ = cosmip + isinm leicht erhiltlichen Darstellungen von
cosmp und sinmgp als Summen von Potenzen von cosgp und sing ohne die Ver-
wendung der imaginiiren Zahlen zu finden, Fiir ganze positive Zahlen gibt er fiir
die gemischte Darstellung (d. h. in cos und sin) den bekannten Beweis durch
vollstindige Induktion. Seine Absicht ist aber, die Formeln fiir negative und ge-

brochene m herzuleiten, wobei er sich iiberlegt. ob nicht das beim binomischen
Lehrsatz gewithnliche Beweisverfahren verwendet werden kiimnte (MM 1031).

Um die Arbeit zu reduzieren, sucht er in MM 1038 die eine Formel aus der an-
deren herzuleiten, und bemerkt dabei, daB die Formeln auch fiir negative
Werte von m bereits bewiesen sind, Offensichilich greift er dafiir zuriick auf
seine Bemerkung MM 1031, dall die Formeln fiir m = -1 gelten und dab sie fiir
p + g gelten, wenn sie fiir p und o gelten. Ubrigens driickt er sich an dieser Stelle
auch noch etwas vorsichtiger aus: «Hiernédchst wiire die Richtigkeit der Formel
schon fiir jede negative ganze Zahl erwiesen .

Beim Problem der Zerlegung in Faktoren von x" — a" leitet er aus den Dar-
stellungen in cos fiir die Anfangsglieder die allgemeine Formel fiir cosmg her
und verweist fiir den Beweis auf den in MM 1030 erwihnten Beweis durch voll-
stiindige Induktion, Doch er fihrt fort und erreicht in MM 1114 das Ergebnis:
«Diese Formel [die Darstellung von cosngp durch cosgp] gilt fiir jeden Winkel @
und jeden (ganzzahligen) Werth von n. Sie wird vermuthlich schon bekannt
seyn«. Diese Ver & hat Bol bald bestitigt gefunden, wie erin MM 1114
nachtriiglich mit » Allerdings, S. 1160« andentet.

Die Seiten MM 1151-1164 (Heft 13) enthalten einen ausfiihrlichen Auszug aus
den ersten elf Vorlesungen aus Lagranges Lecons sur le caleul des fonctions
(Paris 1806).

In der zehnten Vorlesung behandelt Lagrange die Formeln fiir cosmx und

sinmx, wobei er von den zwei rekurrenten Beziehungen Zcosxcosmx =
eos(m + 1)x + cos(m — 1}x und 2Zeosxsinmx = sin{m + 1)x + sin(m — 1)x ausgeht.

Die allgemeinen Formeln werden dann ohne weiteres poniert. In der elften Vor-



lesung geht er weiter auf die Herleitung ein und bringt eine Formel fiir 2cosmx
heraus, die fiir alle ganzen Zahlen m gilt (nicht nur fiir die positiven). Der Un-
terschied z2u der Bolzanoschen Herleitung Liegt in dem Gebrauch imaginiirer
Zahlen, weshalb Bolzano seine eigene Methode beverzugt.

Die Beschiiftigung mit den Formeln fiir cosmg und sinmip wurden also von
der Faktorisierung von x* £ a" veranlalit. Zur Lisung dieses Problems setzt er
A4 "= (%% = 2gxeosq + g Hx"F + A"+ Lo+ Mxo+ N) und sucht ., ¢, AL B,
N so zn bestimmen, dall die Gleichung identisch ist (MM 1108, 1111). Durch
Ausfithrung der Multi

likation ergeben sich die Summen von Potenzen von

costp, und nach ausfiihrlicher Rechnung erhiilt er schlieBlich die Bedingung
sinnig =0 (MM 1116}, womit die Aufgabe gelist ist. In MM 1135 aber erkennt er,
dall die Berechnungen ab MM 1108 iiberfliissig sind und die Sache
unid allgemeiner erledigt werden kann. Dort findet er in § 70 von Rislings

facher

Grundlehren den Satz, daB 2* — 2rzeosg + 1 ein Faktor des Polynoms A + Bz +
Cz + ...+ Nz" mit reellen Koeffizienten ist, wenn die Gleichungen
I A+ Breosq + Crlcos2gp + ... + Nr'eosng = 0
1T Brsing + Cr'sin2g + ... + Nr'sinng = 0
erfiillt sind. Das kann man, unter Benutzung der de Moivreschen Formel,
durch Substitution von z* = r*{coskp + isinkg) und Gleich-Null-setzen der reel-
len und imaginiren Teile des Polynoms sehen, Angewandt anf a" — 2" (a = 0) gilnt
das die Bedingungen
a" = reosng und rsinng =0
womit die Sache erledigt ist (d. h. r = a und ngp = 2k),

Allerdings werden in diesem Beweis imaginiire GroBen verwendet, doch
Bolzano erinnert sich, dall Gauld die

chungen I und I sehr kurz und ohne
imaginire Grillen hergeleitet hat", womit das Problem durch ansschlieBliche
Betrachtung von recllen Grillen gelist ist,

In MM 1035 stellt Bolzano einen allgemei

Giiltigkeit einer Gleichung nicht beeinfl

nen Satz iiber nicht allgemein giiltige

Substitutionen auf, welche

Der Gedanke ist, dali, falls eine Substitution zwar nicht fiir alle Werte der Ver-

inderlichen richtigist, aber doch fiir alle die innerhalb gewisser Grenzen liegen.

die Endgleichung. wenn der an sich unrichtige Ansdruck darin nicht mehr vor-
rd. Als Beispiel
ion gibt er x* =y = (x4 V¥ ) (x =4y ), bei der e sich nue

handen ist, mit der urspriingliche Gleichung gleichwertig sein

einer solchen Substit

fiir y 2 0 um gleichwertige Ausdriicke handelt. Der Beweis ist sehr kure, aber

nicht sehr iiberzengend.

" Vergl, C.F. Gaull: Demonstratio nove (1799).
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Bei einer solehen Sul soll es lant Bal cin sicheres Kennzeichen

geben, fiir welche Werte sie nicht gilt. Ein sicheres Kennzeichen meint er im
Fehlen des Merkmals, ob die Substitution erlaubt sei oder nicht, gefunden zu
haben, Ein solches Merkmal kiinnte seiner Meinung nach die Berechenbarkeit
en lieBe. Vielmehr glaubt
er, dall es zu keinem Beweis irgendeiner Wahrheit niitig sei. seine Zuflucht zu

des Resultats sein, aber er zweilelt, ob sich das bew

nicht allgemein giiltigen oder imaginiiren Substitutionen zu nehmen,

Im wesentlichen handelt es sich hier aber um eine Scheinfrage, denn wendet
man eine nicht allgemeine Substitution an, so ist die Herleitung nur giiltig unter
derselben Einschriinkung, welche fiir die Substitution gilt. Das Resultat mag
allgemeiner gelten, wird dann aber nicht durch die betreffende Herleitung ge-
rechtfertigt.

Ein weiteres Thema, das wiederholt in den MM aufiritt, ist die Lehre von den
entgegengesetzen Grillen’. Jetzt, d. h, MM 1038-1039, dreht es sich wieder um
die Frage nach der richtigen Defini

der Addition. aus der sich die iiblichen

Rechenregeln herled lassen. Mehrere Definitionen werden gepriift, wobei er
schlieBlich die gewihnliche Erklirung (MM 1039) zustimmend beurteilt, Zum

Schlull wird in MM 1047 noch die Unterscheidung zwischen arithmetischer und

algebraischer Addition und Subtraktion eingefiihrt.

Allgemeine Mathematik

Bolzanos wichtigste mathematische Beschiiftigung in der Zeit dieser Aunl-
zeichnungen war wahl die Verbesserung der iiblichen Beweise des binomischen

Lehrsatzes. Das Hauptmoment dieser Verbesserung war eine genavere Behand-

lung der Reihen, vornehmlich die Besti g ihrer Konvergenz und damit die
Besti g des Giiltigkeitshereichs der Bi inlformel”.

Die Bezeichnung sunendliche Reihes bedeutet bei Bolzano immer eine endli-
che Reihe, die ins Unendliche, d.h. immer weiter, fortgesetzt werden kann,

Eine Reihe berechnen oder summiceren, heillt zu zeigen. dall ihre Summe bei der

unbeschriinkten Fortsetzung dem Wert einer bestimmten Grille «so nahe
kommt als man nur will« (MM 1047). Eine Reihe ist fiir ihn also eine bestimmte
verinderliche Grille” (eine Summe). die, wenn sie aus r Gliedern besteht, auch

T Zum letzten Mal in dem Auszug aus Kliigels Wiirterbuch, MM 838-839 (BGA 2B 6/2,
8.41-42).

e Vergl. B, Bolzano: Der binomische Lehrsatz, Prag 1816,

? Vergl. auch B. Balzano: Rein analytischer Beweis ... Prag 1817, § 1.



wohl mit F_bezei
Fix), oder F{x.r).

Wann kann man nun unendliche Reihen summieren, d.h. wie kann man an

met wird, und wenn ihre Glieder Funktionen von x sind, mit

ihnen selbst feststellen, ob sie einem bestimmten Wert zustreben? Auf diese
Frage gibt er in MM 1047 eine bemerkenswerte Antwort: »Auch = Reihen, wenn

sie nur convergieren, d, h, wenn die 5 sihrer Glieder vom r'™ his r + 3", so

grol man auch s nehmen mag, hat man nur r grol genug genommen, < jede ge-
gebene Grille zu werden vermag, lassen sich genan summieren ',

Hier haben wir das sogenannte allgemeine Konvergenzkriterium fiir Reihen,
das nicht recht im Einklang ist mit den oben angefiihrten zerstreuten Bemer-
kungen iiber die Konvergenz der unendlichen Reihen und erst 1817 in der Ar-
heit Rein analytischer Beweis ... veriffentlicht worden ist. Die Entstehungszeit
obiger bemerkenswerten Antwort ist ein wenig unsicher. Die mit Bleistift ge-
schrichene Bemerkung ist zwar zweifellos von Bolzanos Hand, aber die Hand-

1

schrift ist vin wenig verstii It. Aus diesen Tatsachen kann man vermuten,

dal es sich um eine spiitere Einschiebung handelt.

Die Behauptung des Kriteriums ist auch nicht mit einem Beweis versehen, in
dem gezeigt wird, dall, falls die Reihe F_das Kriterium erfiillt, es auch eine
Grisle F gibt, der die Reihe F »s0 nahe kommen kann als man nur will.. Fer-
ner wird es in der Arbeit Der binomische Lehrsatz aus dem Jahre 1816 nicht an-
gewandt, Das ist auch nicht nitig, weil hier der Grenzwert Fix) immer hekannt
ist, und er sich darauf beschriinken kann zu zeigen, dab F(x) - F (x) durch Ver-
mehrung von r beliebig klein gemacht werden kann. Im Rein analytischen
Beweis (1817) ist die Sache deutlich, denn in § 5 werden die Reihen, welche das
Kriterium erfiillen, als eine besonders merkwiirdige Klagse eingefiibrt, und in
§7 wird behauptet, dal es zu einer solchen Reihe eine (und nur eine) GriBe
gibt, der sie beliebig nahe kommen kann, Im Beweis wird dann gezeigt, dall die
Voraussetzung einer unverinderlichen Grile. die von der Reihe angeniihert
wird, keine Unmiglichkeit enthiilt, weil man diese Griibe beliebig genau bestim-
men kann, und das wird dann mit der Behauptung «Es gibt eine reelle Grille
der sich die Reihe niherts gleichgesetzt. Man sollie aber zum Kriteriom keine
weitere Yoraussetzung mehr hinzusetzen,

Es sei noch hingewiesen anf die Bemerkung MM 1055, Z. 11, wo Bolzano, im
Fusammenhang mit der Frage nach der Darstellung einer beliebigen Funktion
durch eine Reihe. iiber den Begrilf der Stetigheit folgendes bemerkt: = Aus der
Stetigheit folgt eigentlich nur, daB f(x + Ax) = fx + W sein milsse, wo 0 so klein

19 Man vergleiche auch MM 816 (BGA 2B 6/1, 8.147).
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werden kann, als man nur will, wenn man Ax klein genug nimmt. Nicht aber,
¢ Potenz von Ax enthalten miisses, Hier wird das

dall w irgend eine pos
Merkmal also als vine Folge der Stetigkeit betrachtet, aber schon in MM 815"
verwendet er das Merkmal, wie alle anderen, um zu beweisen, daB Funktionen
stetig sind, d. h. das Merkmal wird als Definition der Stetigkeit gebraucht.

Daraus kann man aber nicht schlieien. dall Bolzano das damals auch so gese-
hen hat, denn in MM 9432 (8. 11, 1814) gesteht er iiber den Begriff der Stetigheit:
«Noch immer bin ich iiber die eigentliche Erklirung dieses Begriffes nicht im
Reinen«, Doch geht er immer mehr in die Richtung, das Merkmal als Definition
aufzufassen, wie man z, B, aus MM 1051 ersehen kann, wo er behauptet, dafl a*
stetigist, weil man o 2o klein nehmen kann, dall a*** ~a* beliebig klein wird. Man
beachte aber auch, was er in MM 1052 in der Hypothese eines Satzes sagt: «Und
Fix + Ax) kann dem Werthe F(x) so nahe treten, als man will, oder (Fix + Ax) -
Fix))/Ax hat irgend einen endlichen Werth so klein man auch Ax nimmt«. Weil er
einsieht, daB die Voraussetzung des Satzes Uberfliissiges enthiilt, wird er in
MM 1053 folgendermaBen neu formuliert: wenn die Funktionen o (x) fiir jedes x
gegen Null streben, wenn r unbeschriinkt wiichst, so streben auch die Funktio-
nen £ (%, Ax) = (p (x + Ax) —q (x)/Ax gegen Null, wenn r unbeschriinkt wiichst,
s0 klein man Ax anch nehmen mag. In dieser Allgemeinheit kann der Satz nicht
hewiesen werden, denn ist g (x) im Intervall [1,3/2] durch lineare Interpolation
der folgenden Werte g (1 + 1/2n) = Ur, g (1 + V(20 + 1)) und g (1) = 0, s0 ist die
Voraussetzung erfiillt, weil fiir alle x im Intervall gilt g (x) < 1/r und I'r(l Ai2n) =
2n/r, zu jedem r sich also ein n angeben LBt mit £ (1,1/2n) = 2, obgleich, wenn x
und Ax unveriindert bleiben, f (x, Ax) gegen Null strebt. Wenn man r nicht ver-
dndert, dann strebt £ (1, Ax) aber keinem bestimmten Wert zu, wenn Ax gegen
Null strebt, d. h. die f_sind fiir x = 1 nicht differenzierbar und anch nicht stetig.

In ciner Note bemerkt Bolzano, dal dieser Satz im Binomischen Lehrsatz
aufgestellt werden mull. Das hat er auch in § 29 getan. Dabei hat er aber die Vor-
raussetzung des Satzes weiter eingeschriinkt, indem er auch verlangt, dab
fix.0) = gix) + Q, d.h. dabi die Funktionen ¢ differenzierbar sind. Diese
Annahme meint er im Beweis in MM 1053 noch ohne weiteres voraussetzen zu
kinnen, d. h. ohne sie in die Voraussetzung des Satzes selbst aufzunchmen.

Im Laufe des Beweises im Binomischen Lehrsatze zeigt er, dab die g_stetig
sind. Das kann nicht richtig sein, denn es gibit stetige Funktionen (x), deren
Abgeleitete nicht stetig sind. Aus einer solchen Funktion erhilt man durch

' BGA 2B 6/1, S, 145,
2 BGA 2B 711, 8.47.
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f, = f{x)/r Funktionen f , die fiir jedes x mit wachsendem r gegen Null streben,

die Abgeleiteten dieser Funkti sind aber ehenfalls unstetig, Einen so allge-
meinen Satz wie in § 29 braucht er jedoch nicht im Binomischen Lehrsatz, wo
es sich um Potenzreihen handelt, Auf diesem Wege aber kommt man cinem ana-
Iytischen Beweis des binomischen Lehrsatzes aus dem Taylorschen Satz sehr

nahe.

Fiir seinen Satz sieht Bolzano auch eine Anwendungsmiglichkeit im Beweis
der Taylorschen Formel, Diese Formel warde von Taylor durch eine kiithne und

geistreiche Ausdehnung seiner Differenzenformel hergeleitet', und Bolzano

sicht nun eine Miglichkeit, mittels seines Satzes das Taylorsche Vorgehen in ei-
nen genauen Beweis umzuwandeln. Zu diesem Zwecke macht er einige Versuche

(MM 1056-1058, 1060-1062, 1063-1067), die nicht zum Ziel fiihren, Die dabei
auftretenden Schwierigkeiten zeigen sich als uniiberwindlich.

Analysis

Zur Vorbereitung seiner ge ren Behandlung des bi ischen Lehrsatzes

gibt Bolzano in MM 1028-1029 eine Ubersicht iiber die Arithmetik der verin-
derlichen GriBen, die »so klein werden kinnen, als man nur immer wills.

Solche Grillen werden mit w, €, usw hezeichnet. Die Behauptungen sind:
Aw=Q, wzw =0 oo =Q, e =L, wenn n eine positive rationale Zahl
ist, (A + )" = A" = £, fiir belichiges n. Ferner der Lehrsatz: Wenn A + © =
B+ Q soist A = B, mit dem Beweis, wenn z. B. A = B, also A = B + D, s0 wiire
B+D+w=B+8, also D =€ -, was ungereimt ist. Das sind hekannte Sitze.
Fiir heliehige F jedoch behauptet er z. B, folgendes: Wenn A = B+ w
und € =D + o', so ist AC = BD + Q, A/C = B/D + Q, A® = B" + Q. Dabei kiin-
nen die Funktionen auch von der Form {(x,r) sein, wie z. B, ¢in endlicher Ab-

sehnitt einer unendlichen Reihe, wobei er unter einer Reihe eine Grible ver-
steht, s

aus

er willkiirlich zu vermehrenden Menge von Gliedern besteht,
die nach einem gewissen gegebenen Gesetze gebildet werden sollen«, Mit Aus-
nahme des letzten sind diese Sitze, versehen mit ansfithrlicheren Beweisen, in
der Arheit Der bi ische Lehrsatz"* aufg

Zum Schlull sei noch auf zwei Eintriige hingewiesen, die Bolzano offenbar als

wissenswert betrachtete,

3 Fiir die Idee des Taylorsehen Vorgehens siche MM 1055 und Taylor: Methodus incre-
mentorum.
% B, Bolzana: Der binomische Lehrsatz, Prag 1816, §§ 15-21.
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Erstens in MM 1097 die Preisfrage der kiniglichen Dinischen Gesellschaft
der Wissenschaften fiir das Jahr 1814, in der nach der expliziten Lisung der
Differentialgleichung y(x)" + Ny(x) = MXix} gefragt wird, in der M und N Kon-

stanten sind und X eine gegebene Funktion von x. Ich denke aber, dall diese

Aufgabe im Jahre 1814 nicht sehr aktuell war, weil sie sich leicht nach Lagrange
Bee',
Zweitens die in MM 1085 erwiihnte Formel von Biirmann fiir die Reihenent-

lissen li

wicklung einer Funktion nach Potenzen einer anderen, in der kurzen Darstel-
lung von Hindenburg'® im 8ten Heft seines Archivs (1798). Laut Hindenburg ist
seine Darstellung ein Auszug aus einem Auszuge von Biirmann aus seinem
Buche Essai de caleul fonctionnaire. Bolzano interessiert sich fiir den Beweis
der Formel, weil Biirmann daravs die Reithenentwicklungen der elementaren
he Reihe herleitet. Ob-
gleich Bolzano im voraus vermutet, dall der Beweis nicht richtig sei. hilt er es

Funktion, den Taylorschen Lehrsatz und die Lagran,

en Anderungen vorzunehmen, wodurch sich

doch fiir miglich, daran die
die jeweiligen Bedingungen der Konvergenz der aufiretenden Reihen aufstellen
lieBen.

Mechanik

In dem Auszug aus Busses Kleinen Beytrigen beschreibt Bolzano ganz kurz
den Inhalt des VI Beitrags
der kleinsten Wirkung'”. Die Wirkung, heibt es in MM 1060, sei die » Summe der
Producte ans den Massen in die Quadrate der Geschwindigkeiten .

eine Anwendung des Maupertuischen Prinzips

Das Prinzip und der Begriff der Wirkung waren zu Bolzanos Zeit allgemein
bekannt. Maupertius hat die Wirkung 1744'® 2o erklirt: »la quantité d’action
est proportionelle i la somme des espaces multipliés chacun par la vitesse avee
laquelle le corps les parcourts (mfvds) und das Prinzip so: «la lumiére, ..., le

chemin qu'elle tient est celui par lequel la quantité d’action est la moindres.,

Die Darstellung aus 1746' lautet: «La quantité d’action est le produit de la

1% Val. Lagrange Théorie des fonctions, § 66, 5. 62-63.

16 Vergl. Hindenburg (4): Versuch einer vereinfachten Analysis, Fiir eine moderne Dar-
stellung vergleiche z. B. E.T. Whittaker und G. N, Watson: A course of modern ana-
lysis, 4te Ausgabe, Cambridge 1946, 5. 128-130,

F.G. Busse: Rechnungen nach dem Grundsatze der so genannten kleinsten Wirkung,
Kleine Beytrige, 5. 72-78.

" Vergl. Maupertuis (1), 5. 573,

L Vergl. Maupertuis (2), 5. 290,
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masse des corps, par leurs vitesse & par Pespace qu'ils parcourents und
»Principe general. Lors qu'il arrive quelque changement dans la nature,
la quantité d’action, nécessaire pour ce changement, est la plus petite qu'il soit
possibles,

Methodologie

In diesem Bereich bieten die Miscellanea manches, was fiir die Auffassungen
Bolzanos nicht unbedentend ist, inshesondere in besug anf den Begriff der
Misglichkeit, der sogar in der Wissenschaftslehre nicht ganz befriedigend aus-
gearbeitet ist. Betrachten wir 2. B, den Kommentar MM 1053-1054 zu der
Herleitung der Lisung der Funktionalgleichung fiie sinx. Dabei verfiihrt man
folgendermabien: man versucht die Koeffizienten a, einer Funktion f{x) = Za x'
a0 zu bestimmen, dall f(x) die Funktionalgleichung erfiilll. Was hat man damit
hewiegen? Im Grunde nur, dall wenn eine Funktion der angegebenen Form die
Funktionalgleichung erfiillt, die Koeffizienten so und so beschaffen sein miis-
sen. Im wesentlichen setzt man dabei voraus, dall die Funktion eine Lisung der
Gleichung sei, und bestimmt dann, welcher Art eine solche Lisung sein mull,
d.h.

dingung dafiir, dall die vorausgesetzte Funktion eine Lisung der Gleichung sei.

ie daraus hergeleitete Form der Koeffizienten bildet eine notwendige Be-

Auch nach Bolzano ist die Sache damit nicht abgetan, denn er meint in diesem
Falle, dall man auch umgekehrt zeigen solle, dafl die Reihe, die man gefunden
hat, auch wirklich die Funktionalgleichung erfiillt. Im wesentlichen liegt darin
der Unterschied zwischen notwendiger und hinreick

wler Bedingung, was

Baol sich hier I ise bewult 2u sein scheir

Ein hesseres Beispiel

hildet die Bedi dleichung der Integrabilitit (équation de con-

dition von Lagrange) fiir die Existenz einer Funktion w = wix.y.dy, d%, ...,
d™ly) derart, dall dw = v, wo v eine gegebene Funktion v = v(x,y, dy.d®,....d"y)
ist (siche MM 1120). Die Bedingungsgleichung (MM 1120, Z, 21), die wir kurz
mit B(v) bezeichnen. ergibt sich aug der Forderung dw = v durch Berechnung
von d*w und dv und Elimination der Funktion w. Was man nun gezeigt hat, ist
folgendes: wenn eine Funktion w die Bedingung dw = v erfiillt, so erfiillt v die

Gleichung B(v), d.h, die Gleichung B(v) ist notwendig fiir die Existenz einer

Funktion w mit dw = v. Wenn v die Gleichung erfiillt, so ist noch nicht

und darum hemiiht Lagrange sich zu heweisen: wenn v die Gle

Biv) erfiillt, gibt es auch eine Funktion w mit dw = v. Crelle, um dessen Al-
handlung es sich hier handelt, gibt diesen Lagrangeschen Beweis, obgleich er
ihn fiir iiberfliissig hiilt. Das ist auch die Meinung Bolzanos, der sie dadurch be-
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griindet, dal er »es ist miglich« als gleichbedeutend betrachtet mit »es gibts.
Aber dann ist der Beweis oder jedenfalls die Einsicht, dall es eines colehen
Beweises bedarf, nicht iiberfliissig. Der Beweis wiire nach Bolzano nicht iiber-
fliissig, wenn Lagrange mit »mijglich« nur »problematisch miglich« meint, d.h.
dall noch kein Widerspruch erkennbar ist, wenn B(v) gilt, woraus nach Bolzano
allerdings noch nicht die »absolute Miglichkeit« folgen wiirde®.

Eigentlich haben wir es mit derselben Sache zu tun, wie bei der oben genann-
ten Lisung der Funktionalgleichung fiir sinx, wo Bolzano verlangt, dall man

nachher priife, ob die gefundene Reihe die Funktionalgleichung erfiillt.

B.vax RooTsELaan

M Zu Miglichkeitsurteilen vergl, auch B. Bol Beytrige zu viner begrii
Darstellung der Mathematik, Prag 1810, 11 §§ 15, 35, 37,
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&

Miscellanea mathematica,  12.|

Blei]lm hlelrauszuge, v.[on] Textor. |

Kurze Darstle]lilun]g dlelr hilleren] Analysis older] dle]lr Flun]etion[en]-
Hflelhre nach ifrle]m| glelgle]nw drtigen] Zuse[ande], nle]bst Anw[endung]
dlelrs.[elben] auf d[ie] hik[ere] Geont[etrie], u.[nd] ei.[nem] Anh.[ang] v.[on]
d.Jem)] || Fariationscalcwt, Z.[um] leicht|elrn V]e]rst[dn]d[ni]sse v[on] Euler's,
Lagrange's, Lacroix's, | w.[nd] a.[nderern] gr.[ti]li:[em] Wlelrk[en] bearb.[eitet]
v.[om] K. Preuli[ischen] Art.[dlerie] Hauptm. [ann] v.[on] Testor. | Berlin, 1809, |
Vorr[ede] S[eite] X. D[ie] Analysis bl[o]8 nach d[en] entg:[egengesetzten]
l][.u:r[ah'lon[uu] des Diff[e]r[en]e[ierens] ulnd] | Intlelgr.[ierens] elm]zlu]-
thledl[en] schien [ni]eht zwlelckm[4]0[d]g, “(Allerd]m]gs; so wle]n[ilg wie
dlie] | Chemie bl[o]B in dfie] Trlennun]gls)ilehre] ulnd] Fle]rblin]d{un]gs-
telhre) |

Wienn] ax, 4y bis auf Nudl hle]rabk[o]im[men], so n[enn]t d[e]r V[e]rf.[asser]
das V[e]rh[a]lt[n]B wla]s sie | dann z[u] e[inan]d[e]r hab[en] ;l:’ w.[nd] sie
s[eltbst dlie]se Null gle]word[eneln DlinJge schrledbt | er [mi]t ei.[nem]
curs[i]v[en] dy, dx; u[n]tle]r dy, dx, (wo ein griBle]r[els, stle]h[en]d[e]s | d
vorg[e]z[eilch[ne]t ist') kann mlan] endl[i]che Gr[s]Ben] ve]rst[e]h[en], d[ie]
[nu]r jlelnlels Vielrh[a]lt[nd]B z[u] e[inan]d[e]r || hablen]. *(Glan]z r[e]cht,
wlenn] [nulr Nulllen] ein Vielrh[a]lt[ni]B z[u)e[man]d{e]r hitt[e]n! D]enn]
hab[en] sie es, | so ka[nn] mfan] ja [mi]t ibnlen] sle]lbst, [m]it dy, dx r[e]ch-
nlen], wlals brau]eht es d[e]r Substit.Jution] | dle]r endl.[ichen] Gr[s]8[en] dy,
dx dfie] sich wie dy, dx v[e]rh[a]lt[en]?) |

Zlu]r Beantw.[ortung] dle]r Frlalge, ob mlan] sich [un]tfe]r dx im[me]r
[nu]r Null vorst[e]lllen] kélnnle, s[algt dlelr Vler]E[asser] | Stle]llt m[an]
sich d[ie] Flun]ction y = fx d[urc]h efin]e Curve constr.[wiert] vor, so wlir]d ||
v+ ooy = fx + % - dx + f;:% - dx® + .. dfie] zlulr Absc.isse] x + dx
glelhiir[i]ge Ord.[inate] | vorstfe]llfen]. Diese Ord.[mate] wlirld, wlenn] x
eline]el.[ed bl[edbe, bl[o]B v.[on] dx abh[an]glen], u.[nd] d]e]r y | um so nih[e]r
kfo]m[men], je kl[eme]r dx, so da]B £]ar] dx = 0, thr Unt[e]rsch[ie]d glan]z
v[elrschw[in]d[e]t. | Die vw[on] allfen] migl[ichen] Ord[ima]tfen] v + 2y
z[u]ndchst an y lieglen]de Ord.[mate], ist ein Ble]glrdff, | dle]r sich [nilcht
flelsthalt[en] 1[a]Bt “(ja wlo]hl, wledl er wid[e]rspr[e|ch[en]d ist, ind[e]m es
klein]e || dle]rgl.[eichen] gibt), u.[nd] dlie] oblige Rleihe ka[nn] k[eien]
Ausd[ruc]k dafiir g[!‘lh[Pl‘J]. Untle]rd[elsslen] wlenn] | mlan] dlie] Diffle]r[en]z

' Im Manuskript ist dieser Unterschied nicht konsequent durchgefiihen, Aus dem Kon-
text ist jedoch dewtlich welehe Zeichen gemeint sind.

]
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Ay = dx ('ﬁ + :’T:% ~dx® + ..} bleftrfalehtet, so sieht mlan], d[a]B dies[e]lbe | so
lange dx noch irglen]d ei[nen] auch noch so kl.[einen] W/e]rth ble]hilt, [ni]cht
kifeine]r als dx 5 | wlelrd[en] kalnn], *(Flaltsch! sie ka[nn] auch kl[eine]r
s.ein] wlenn) EK neg{a]l.[iv]“ ist = Doch das ist ein kl[eme]s V]e]rseh{en]!)
M[an] ist | dah[e]r glelnsih[ilgt, dlie]se Grlen]ze des Abn[e]h[men]s v[on] &y
£lir] dlie] Grlo]Be sle]lbst 2[u] nlelhmlen]: || flollgllich] y + ay = v + E - dx
f[iir] dlie] nichstantieglen]de Ord[inaltle]. sleltbst anz[u]sehlen]! | Y0 hem!
A.[us] d[e]m v[e]worr[enen] Style des V[er]f[assers] konnte mifan] sich schon
[ni]cht v[ie]l ve]rsprlelchlen]. | A.[us] dlie]sle]r AeuBle]r[un]g noch wle]n[]-
gle]r! Also gibt es doch efine nichstan [ie]g[en]de Ord.[mate] | u.[nd] d[ie]se ist
y+ f < dx, W[enn)] able]r ﬁ = s[a]gt er wlei]t[e]r, so ist es i %;"; - dxt,
War[um] | [m]ubB mlan] doch i[mme]r wledt[e]r gle]blen]? Ulnd] [n]ur auf ein
Gllie]d? Wie wlenn] alle flo]lglen]dlen] = 0 s[in]d? || Hat dfie] Lline]
vlee]tl[edeht dann gar k[em]e anlieglen]de Ord[ina]te? —)° |

Wlenn] z efinle Flun]etfion] v[on] x, w[nd] v ist, ulnd] rfan] hat
dz = % cdx + :—: + dy, wor[in] |;"'—1 ufnd] :'—: gle]wisse Flun]et:[ionen] v.[on] x, ¥
s[in]d: so ka[nn] mfan] [mi]t dlielsle]lr Glledchlun]g k.[emen] rle]cht[en]
Sinn | vlelrblin]d[en], wlenn] m[an] dx u[nd] dy jleld[e]s £[ar] Null an-
nimm]t; dle]nn rfan] sieht alsd [ann] [nileht, war[um] es | nith[i]g ist beyde
Gllee]d[e]r im zweyt[en] Thiedle beyz[ulble]halt[en]. (Wied[e]r e[in]e an-

dlelre An| sicht! M.[an] sieht, wie de]r V]er]f.[asser] schw(a]nkt.) »Soll die]

Glledehun]g eilnen] Si[nn] hablen], so [mu]8 mlan] | sich uln]tfe]r dx
ulnd] dy willk:[iirliche] Gr[a]Blen] vorst[e]ll[e]n. Wlenn] m[an] alsdann d[ie]
Flun]etion z | v.[on] x u[nd] y dlurc]f elin]e krltmme] Oble]rfl [dche] construirt,
so wlirld dz = :—: cdx + ff - dy. || elin]e Glledeh[un]g s.[em], wle]lehe b.ed
d[ie]sle]r kr.[ummen] Oble]rfl.[4che] Stla]w flin)d[e]t, u[nd] wle]lche, wlenn]
rifan] sie con-|struirt, ind[e]m mfan] dx, dy Elar] dlie] [m]it x, y#% Coord.[¢-
naten] in dfem] Endp [unkte] v.[on] 2 £]ar] den] | Anflan]gsp.[unkt] nim[m]t,
elinle dlurclh dlie]slen] Plunkt] glelhlen]de Ble]rithr[un]gseblen]e dar-
stle]llt.«— °( | W(eilt[e]r slalgt dle]r Vler]f[asser] [ni]chts. Da soll J[e]m[an]d
klug dar[au]s wle]rd[en]1)® ||

Einleit|un)g Uible]r dlen] Blelglridff dielr Diffle]ren]dale. |

S [eite] 3. Wlenn] in %—f, ax =0 wlirld, so wlirld auch 4y = 0; mlan] sehred]bt
alsd.[ann] d% u[nd] nlenn]t dlie]s[e]s | Velrh[a]lt[n]d das wa[e]rfen]t[ia!]-
l‘[e]rﬁ[.ri}f{[ni]ﬁ, wo also dy, dx [nu]r 2 v[e]rsch.[iedene] Zeich[en] £iar] Null |
slin]d. Es entstfe]lht [nun] dlie] Frla]ge, wie zw.[ischen] 2 zu Null g[?]-

* Im Manuskript fehlt hier und in Zeile 33 der Exponent 2 im Nenner.
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word[ene]n Grla]B[en] e[in] | V]e]lrh[a)lt[nd] Stla]u flin]d[en] ki[nn]e? An
ulnd] flir] sich ist die]s[e]s [ni]eht wlo]hl d[e]nkb[a]r. Wlenn] || m[an] able}r
2[e]n v[e]rind:[erlichen] Gr[s]Blen] oy, 4x elinma]hl ein Ve]rh[a)lt[ndB 2[u]-
schrledbt, so ka[nn] | mlan] £[ar] dlen] Fla]ll, da j[e]de d[e]rs[elben] = 0
wlir]d, klein]e Ausnlalh{me] mach[en]. “(All[e]rd[in]gs, de]nn | dann sind sie
[nileht mle]lhr vorhlan]d[en].) Diesle]s erliute]rt mfan] gle]w[s]h[n]i[i]ch
dlurc]h jenle] | V]elrh[a]lt[ni]sse, w(e]lche b.[ed] &4, b.[eim] ©, ... St[a]tt f{n]-
dlen}, etc. |

*{In d[e]r Flo]lge s[a]gt dlelr V]er]f[asser] »M.[an] ka[nn] sich aueh [un]t[e]r
dx, dx, dy, dy slelhr klemle || GrelolBlen], im Si[nnle des g[n]m.[m'ur:u]
Lle]blen]s vorst[e]ll[en].« U.s.w. kurz, er wledll s[e]lbst | [nicht, was er
s[alglen] soll, U.[nd] das Buch hat s.[einen] Tit[e]l [ni]cht v[e]rdi[e]nt.)® |

1. Abschnld)te. |

8.3 Jlelde Flunlet[ion] ¥ = fr ka[nn], wlenn] x um dx wlglehst in elin]e
Rledhe nach stledglen]dlen] | Potlen]z[en] vlon] dx v[e]rw[a]nd[e]lt wle]r-
dlen]. Ble]wlei]s (wie Lag[ran]ge. die R[edhe ka[nn] k[ein]e gle]broch[enen] ||
Exp.[onenten] hablen], wled]l ete.)® |

§.5. Wie mfan] dlen] erstfen] Diffle]r{en]diallcoefficile]lntlen] (ein glult[e]r
Nla]hm[e]) v[on] ", lg x, | a*, sin x, cos x, .. f{im]d[en] ki[nn]e, s[e]tzt d[e]r
Vler]f.lasser] als ble]k[ann]t vor[au]s. |

Usow. |

Das Uibr[i]ge in d[ie]s[elm Buche ist nach Lagrange ete. ||

Lehrsiitze zur Dlﬁle]r[en].t[l'a].fr[e]r'k[nun]ggie]hﬁrfg. |

§ 1. Witk [tirlicher] Sfatz). Elinle Gréle, d[ie] so kl.[ein] wler]d[en] ka[nn] als
ihifan] [nu]r will, blejz[eilchne mlan] d[urclh w, @, w, &, d[er]gl|eichen] |

§.3. Lleltrs[atz]. Wlenn] A elin]e endl[iche] Grla]fe blelzledch[ne]t, dlie]
u[njv[e]rind[er]t blledbt, wlalh[ren]ld w so klL[em] wler]ld[en] klan]n, als
mlan] [nu]r will, | so auch A.w = Q d.h. ka[nn] so kl[eim] wler]d[en] als mfan]
[nu]ewill, ||

8.2 Llelhrslatz]. w + o = Q. d.h. wlenn] 2 Gr[o]B[en] w, o’ beyde z[ulgl[eilch
so kl[ein] wler]d[en] kén[nen), als mfan] [nulr will, so ka[nn] es | auch ihre
Su[mm]e o[der] Diff[erenz] wle|rd[en].” |

§.4. Lle)trs[arz]. wxw' = Q.|

¥ In dem Raum zwischen den Zeilen 30 und 37 eine Art Berechnung zur Rechtfertigung
des Satzes § 5 fiir einen gebrochenen Exponent, welche geigen soll, dall o® mit o ge-
gen Null streba.
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§.5. Llelrslatz]. 0 wlenn] n irglen]d elin)e pos[itive] (glan]ze ofder]
glelbr.[ochene] Z[a]hl bleld[eu]tet) = |

§.6. L[e]hrsatz]. Also auch (Aw)" = @ Aw® + Bwl + Co¥ + 5|

§.7. Llelarsfatz]. Auch (A + w)" — A" n mag pos.[itiv] o[der] neg|ativ]
slein] = Q|

Usow. |

Lehrs[atz). Wlenn] A +w = B + Q, wo w ulnd] @ so kl[ein] wler]d[en] kin[nen],
als mfan] [nu]r will, wl#]h[ren]d | A, B [u]nv[e]rind. [ert] bl[ei]blen]: so [mu]@
A = B seyn. Blelwleils. Dlenn] wirle] . B. A > B; also B + D; so hiitte iifan]
B+D+w=8+QD=0-uw wle|lchle]s u{n]g[(:]r[(:im]l., wledl Q — wso
ki[ein] || wler]d[en] ka[nn], als mfan] [nu]r will (§. 2) nicht able]r D -4 |
Llelhrslatz]. Wlenn] man] zw.[ischen] gle]wiss[en] Grls]B[en] elin]e o[der]
mle]hr|e]re Gl[er’]rh[nn]g[en] hat, wle]lche entw.[eder] \'[d]ll[i]g g{e]nau
older] doch [milt d.[er] Einschrlén]k[un]g | ble]stle]h[en], d[a]B w[enn] d[ie]
Gllie]d|e]ranz[a]hl d[e]rs[elben], nach ei[nem] ble]st[inm]tfen] Gle]s[e]tze
vlelrm[e]hrt wlir]d, dle]r Unt[e]rsch[ie]d zw.[ischen] dlen] | beyd[en] Thled]-
leln dle]r Glledch[un]g kl[eine]r als j[e]de gle]gle]blen]e Grla]be wler]d[en]
ka[nn]: so wlirld auch jle]de a.[us] dlielslen] Glledchlun]glen] nach dlen]
geh[en]d[en] R{e]g[e]ln || dfelr Alg[e]bra ahg[e]leitete Gl[eé]ch[un]g ent-
w.[eder] v[a]ll[i]g glelnau s.[em], older] doch [m]it dle]r E[in]schr[an]k[un]g
blelstle]h[en], d[a]B | d[e]r Untler]sch[ie]d zw.[ischen] ihr[en] beyd[en] Thed-
Hen] Kl[eme]r als jle]de glelglelblen]e Gela]Be gle]macht wle]rd[en] ka[nn],
wlenn] mfan] | [ou]r dfie] Anz[albl thele]r Gl[ie]d[e]r nach d[e]m schon oblen]
ble]stfimm]t[en] Glels[e]tze so s[e]hr v[e]rm[e]hrt, als man] will. |

Ble]wleds. Denn dlie] s[a]mtl.[ichen] Trlalnsfor[ma]tio[nen], wod[urc]h d[ie]
Algle]blr]a a.[us] glelgle]bene[n] Glledch[un]glen] neue bildet, | sind f{o]l-
glenlde: sie addirt je 2, older] subtr[a]hirt sie || o[der] mult[]plL[iziert] d[ie]
efinle [mlit d.fer] and[eren], ofder] div.[idiert] sie, o[der] erhlelbt dfie]
Gllield[e]r dle]r ei[nen] auf dlen] Pot[en]e, dlelrlen] Expolnen]t dfie]
Gllie]d[e]r d[elr | and[e]r[e]n si[n]d, o[der] tieht solehe Wlu]ez[e]ln, ———|
Nlun] ist wlenn] A= B+ wulnd] C=D +w: Auch A+ C =B + D + Q; also
dfie] | Glledehunlg A + C = B + D uln]tfelr dle]lr im Lehrs [atze]
ang[e]glelb[enen] Einschrlan]k[un]g glelltfen]d. Eblen]so A — C = B~ D; |

U[nd] AC = BD + Q; u[nd] & = lﬂa + & ulnd] A¥ = B” + Q. Denn ||

© Diese Formel gehiirt inhaltlich zu § 5. steht im Manuskript aber ungefiibe awischen
den Zeilen 33 und 34,
4 Die restlichen Zeilen 41-45, sowie die Zeilen 1-26 von MM 1029 sind gestrichen.
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AC=(B+w)?*Y =B+ (D + o)B* - 'w + .. =B" + Do + ww+ .. = B?
+ Q. Usw |
N. Hier hablen] A, B; C, D, .. [nijcht const:[ante] Grifilen] ble]zeich[ne]t;
sond.[ern] Flunlctionlen] v.on] x, v, .. d[er]gl.leichen] w.[nd] | efin]e dle]r
slelblen] u[n]tfe]r A, B; ingl.[eichen] uln]tfe]r €, D noch able]rdlie]# v.[on]
u[n]ble]silimm]tle]r Gilie]dle]r=[a) At v.[on] d.[er] For[m] f(xr). |
N M.[an] sollte Flun]ction[en] v[on] uln]ble]st[imm]t[e]r u.[nd] nach ei.[nem]
glelwisslen] glelglelblenen] Glels(eftzle] z[u] v]elrm[e]hrlen]der] Gllie]-
d[ejrzahl | eiglen]ds zeichn[en]. Etwa F7 (x), od[e]r R(x) (Reihe v[on] x) Elin]e
5 Reihe® ist || elin)e Grli)fe, dlie] alus] elinelr wittk[arlich] z[u] vle]rm[elh-
rlen]dlen] Mlelnge vlon] Gilie]d[elrn ble]st|elht, dlie] nach ei[nem] gle]uwis-
slen] |g[e]g[e]b[enen] Glelsle]eze g[e]bifder wle]rdlen] solilen]. |
Dle]r ob[en] auf d[ie]s[e]r 5.[erte] stle]h[en]de Lle]hrs[ajtz mag w(o]hl [m]it
dle]r in sfemem] Ble]wledse z[u] l[e]tzt angle]hingtlen] Ble]dinglun]g |
wlalhr s[ein], [nu]r scheint er [mjir i.ib[t‘]rh[au]pl in d.[er] Wiss.[enschaft]
v[on] k[eine]r Be[aulchbla]rkedt, wnd] hichst[en]s dazu dienl[dch | um
z[u] erkl[a]r[en], wie m[an] auf d[em] hish[e]r[f]g[en] w [e]ge. wo mfan f.[ur]
{1+ x)" 1+ nx ... firlg(1 + x), x %‘ + .| fiire’, 1 + x +§ +‘L“ ... ohne
R[ac]ks.[icht] subst[ituiert], ob x < a[der] = 1 ist, r[]cht[]ge Rle]sultate habe
erhalt[en] kis[nnen] ||
M.[an] erhielt sie n[a@lhml[deh i[mmelr [nu]r dann, wlean] mfan] z[u]l[e]tat
wied[e]r st[a]tt solche Reih[en] wie | 1 + ny + n 250 ¥ 4 — (1 + y)", ete sub-
stituirte. U[nd] d[a]d[urc]h hob sich d[e]r Fle]hl[e]r auf, es wire | eb[en]so g[u]t
g[e]w[e}s[en]. wlenn] mlan] stlelts (1 + x)* heyb[e]hah[en] hiitte,” Leitete
mfan] d[urclh j[en]e Substitution | 1 + ny + n .. her, so hite m[an] ohne sie
glelrlaldlelzu (1 + y)" erhalt[en]. ||
Es ist d[ie]B eblen]so, wie [m]it and.[eren] an sich absurd[en] ()i}[l.‘]rﬂt'ﬂ)n[l}[l]
ofder] Substitution[en], | dlie] sich z[u]l[e]tzt wlie]d[e]r auth[e]blen] z.B.
wlenn] stfatt 1+ %%, (x + V1) (x = V1) gle]sle]eat wlirld. |
Aufe[abe]. Die For[melin flir] cos mep, sin my aus cosg, sing ohne V=1 zlu]
ﬁud[en]. |
(:Glelwlalh[n]i[dch gle] bt man] v.[on] d.[er] For[me]l aus (cosg + sing y=1)™ =
cos meg + sin mgpy/-1) |
w Lehrs[atz]. Fiirm = 0, = 1, = 2 gle]lt[en] d[ie] Glledchlwn]glen] ||

-

* Doppelt unterstrichen, sowie swillk. « in Zeile 45,
" Die Zeilen 4546 sind vorne durch einen Strich markiert.

* In diesem Zusammenhang wiire (14y)" natiirlicher.
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cos myp = cos™p — m ¢ 2L eos™ ! @ - osinfp + om - mpl.omed
cos™ *g sintgp — ... |

sin mp = meos™ ' - sing — m - 5L 2o cog™ S sin’p + m o 2yl M
m=p. 54 m4 cos™ 3 sin’p — |

50 w[u]t rh[an] auch dlie] Gllie]d[e]r d[e]r Bledh[e] forts[e]tz[en] mag, bricht
rifan] sie [nu]r [nilcht ab, so lange m noch | kl[eme]r als das, wlals m[an] im
I[e]tzt[e]n Fla]etor als Coeff.[zient] abzieht. |

Blewlei]s. Ble]k[ann]t. ||

Llelkrs[arz] Wlenn] dlie] Glledch[un]glen] des vor[ilglen] § flir] irglen]d
elinen] ble]stfimm]tlen] Wlelrth v[on] m g[e]ll[en], 50 g[e-]lt[en} sie auch i
flar] m + 1.

Blelwleils. Dlen]n es ist cos (m + 1) § = cos my - cosqp — sin mip - sing = (nach
dle]r Vor[au]ss [etzung]} |
= cos™p - cosp — m + "7 - cos™ g sinp + m 2

m - ""l . "'—" - cos™ "My sin'p | — m - cos™ 'y - sin®p + m -
2200 "‘"l]} sinfp—,, & m B B2 apgm ot g gin' ||

B=S .
4

m-3 e g
LB o™ psintp - L

= cos™ * I — (m + 1) 0 cos™ g sin®p + (m + 1) 2 - 2-leas™ P sing ... |

Dias allg[e]m[eie] Gl[ee]d ist m - 220 2otE2 (4 4 2o '”) eos™ Mg - sin'g =

m'"'9l L et ety gt g sin'g | = (m o+ 1) LE:' M fmtloredl,
os™ "1 T, sin ql, wlelleh[e]s dlie] For[me]l £ar] den] cos. ist. |

b.b[e’n]so wlirld dlie] flar] dlen] sinlus] gle]flun]d[en]. |

Llelhrslatz]. Also geltfen] dlie] Form[e]lln des e[r]stfen] L[e]hrs [atzes]

allg[emein] Llir] jlelde glan]ze pos[itive] Z[a]hd m. —=||

NB.Fiir e[in]e nle]glalt[i]ve o[der] gle]broch[en]e ablelr si[n]d sie hlzer]d[urc]h

noch [niJcht erwieslen]# || Fiir solche Wle]rthe v.[on] m gle]ltfen] sie wlo]hl

[nu]r wlenn] 556 < + 1ist. Denn [nu]r in d[iels[e]m Fla]lle | conv[e]rgir[en] die

Reihen. Denn d[ie] ob[i]glen] Rledh[en] lass[en] sich auch so ausd[riic]k[en] |

cos mip = cos™@ (1 —m """Lg‘(p m 2l mtomd o T

i -1 ﬂl) m-1 m-2 m-3% m-4
sim mg = cos™p (mtgyp —m - 5 tghp + m- Bt acl Bt met Sy
-3

Woraus (zle]llelglen]iledelilch blelm[elrkt) auch flo]lglen]d[e]r 1[e]hr-
slatz]. |
Lle]hrslata). ‘ s

G s il ¥, s S el . 3. St |

1-m Bliglg tm B BT RS gtp
¢ Die Zeilen 26-28 sind vorne durch einen Strich markiert.
b Die restlichen Zeilen 33-41 sind gestrichen.

32



-

=

&

Aufglabe]. Dfie] Tlan]glen]te des n flajchlen] W{i]nk[e]ls d[ure]h d[ie] des
elin]flalch[en] in e[ine]r Rledhe ausz[u]dric]k[en]. |

Auflliisung]. Es sey d.[ie] Tlan]glen]te des e[in]f{a]ch[en] W{m]k[e]ls, x; u[nd]
tgng=A x*+Baf + Cx¥ + . + R x?|s0 [m]ub dlurc]h Diff{e]r[en]tiation®:
n{l +tg'ng) =a- A x4+ PBxF !+ yOxt ! + L pRx |

n+nA? X"+ I ABx™P +n B XM+ 2n ACK™Y + 2n BC - XM +
nChx + 4+ nR? xM =g - Ax" BB + 4O 4+ .+ pR x| Also®
a-1=0A=mpB-1=20=2%p=3B=Siy—l=a+P=4y=5C=

dn-AB+oB’ _ 2y ot
B S e o

UInd] dlie] Gllield[e]r iib[e]r (o — 1) hi[na]us ki[nnen] e[inan]d[e]r [nilcht
mle]hr glledch glels(e]tzt wlelrd[en]; sie [m]iiss|en] also so klledn wler]d[en]
kin[nen], | als mfan] [n]ur will, wle]lchle]s [n]ur da[nn] migl[ieh ist, wlenn] x
ein echile]r Bruch. — D]a]8 ab[e]r dann d[ie] R[eihe dlen] | W(elrth v[on] tg np
wlir]kl[deh ausd[ric]ke, [mlul and[e]rswoh[e]r erwies[en] wlelrd[e]n. Eiwa
a.[us] ihrle]r Uib[e]r[ein]st[immun]g, [m]it dlen] | Rledh[en] de]r v[o]rh[e]r-
glelh:[enden] Lle]hrs[¢]tze, de]r[en] Galtligkledr far] eilnen] gle]br[oche-
nen) older] neg [ativen] Exp.[onenten] mfan] able]r noch darth[un] || [mu]@. |

Um z[u] ble]weisfen], d[a] dlie] Rledblen] Elir] sin ng, cos ng in ihrle}r
grisfitfen] Allgle]m[em]hfedt k.[eine] and[elre | Form habfen] ki[unen], als
d[ie] ob[en] angle]gle]blene]n; ka[nn] mlan] so v[e]ri[a]hr[en]. |

Es sey sin ngp = Ax® + Baf + Cx¥ + .. Ra®, wo x = sing ist. So ist d[ure]h
Diff[e]r[en]tiatio[n] | n cos np = (aAx"" + BB + y0x7 ! + L+ pRae ")
costp w.[nd] noch[malh[l]s difffe]r[en]tin] || Ulnd] - n* - sin ng = (a - (a-1)

Ax™2 4 BB 1)BaP 2 + y{y—1) Cx' 2 + . + plp—1) Bx® %) costp — || - (- A -
X"+ BBxA 4 yCxt !+ L+ pRx ) x|
Able]r® cosqp = (1 —x*) = 1 =L &' + L x* ... — Auch zu umstiindl[J]ch! — |

Gleltlelglen]ledtlilch. Die Forlmelin, wleliche dlen] Sin., Cos. dlurclh ein
Prodluler ausd[riic]klen], ble]weist Kdse-|ner (Anflan]gsgr:[inde] d.[er] Anal-
[vsis) des Unendl. [ichen]) 5, 270) g[an]z richtig, |

Ko[nnjte mlan] dlie] Allglelmlem]giliigkledr oblidglelr Form[e]ln f[ur]
sin mip, cos mg [nlicht d{ulreh dhnlliche] Schliisse | wie b.[eim] Binom[a]l-

Divse Gleichung stimmt nicht, weil im linken Glivd nach o differenziert wicd und im
rechten Glied nach 1
Die Gleichung fiie C
Dhas Zeiehen des eteten Glieds der Summe sollte cin Minuszeichen sind,

mi nicht,
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theor[em] erwledsen]. Sie glellt[en] erwledsideh £lar] n = -1 wlenn]
tep < *1. || Flelrnlelr erhle]llet, d[a]B wlenn] sie f[ar] 2 ble]st[imm]te
W/elrthe p u[nd] q gelt[en] sie auch £.[ar] (p + q) gle]lt[en] | [mii]ss[en]. Denn,
wlenn] p u[nd] q glan]ze Z[a]hlen] ble]deut[en]: so [mii]ss[en] die erst[en]
Glfield[e]r | wlellch[e]r S[umme] dlie] For[me]l | cos(p + q) @ = cospgp -
eos g.4p — sin pap - sin g gibt, wlenn] mian] dlie] We]rthe £ar] efo]s pp, ete
subst[iturert] | iible]rlem]st[inmen]d s.[em] [m]ie d(‘.ui:[enigﬂn], wlellehe dfie]
Form[e]l eos (p + q) g = cos ™ g + .. gibt, U.s.w, kurz, || glan]z auf dhnl.[iche]
Art, wie b.[eim] Binom/[ia]lth.[eorem] gle]schloss[en] wlir]d. |

§ Hier nichst wiire dfie] Rli]chr[f]gk[etlt dle]r Form[e]l schon f.[ar] j[e]dc
neglative] glan]ze Z[alhl erwies|en], | im[me]r [un]tle]r dle]r Ble]d[in]g[un]g,
da]d 20 = tpp < t1 ey ||

§. Es wlir]d sich wlo]hl auch darth.[un] 1[a]ss[en], d[a]B, wlenn] dlie] e[in]e
v[on] beyd[en] For[me]in £[ar] [i]rglen]d eilnen] W(elrth v[on] m | gilt, auch
d[ie] and[e]re gelte: older] d[a]i wlenn] m[an] d[en] W([e|rth d.[er] ei[nen] = U
sleltat, dle]r Wlelrth de]r and.|eren] = (1 - u’):'sey' || * Wlir]d sich auf eb[en]
dlie] Art darth.[un] 1[a]ss[en], wie d[e]r L{e]hrs.fatz] (1 + px + .0 (1 +qx..) =
1+ (p+q)x + .. bleim] BldJno[md]lth[eorem]. Dle]nn wlenn] m efin]e |
glan]ze Z[a]hl ble]deutet, so [mu]d (1 —17%) 1= (1 - cos’ ml]:)lJ = sin me s.[ein] -
ete etfe] S [iehe] 1038 ||

§ Dann liele sich v[ie]ll[edcht, um ihre Giilt[d)gk[edt auch £lar] & z[u]
ble]wleilslen], (wo n elinle glan]ze pos.[iive] Z.[ahl] vorst[efllt) | so z[u]

W(elrke glelh[en]. Sey mltp —'; . }QL . msl'"‘)q) sing ... = Usso i.sr.%l:cnsé -

sing —+ - I'-)l it o tpsinigp 4 L | = (1- U2, Und, nach ei.[nem] d[e]r
vorh[e]rg[e]h.[enden] §., 2U (1- UHi=..|
Usow. ||

Lacroix Algebra. |

Anfangsgrlin]de dle]r Alglelbra v]on] 8.8 Lacroir. Nach d.[er] 7 tlen] Aus-
g [abe] | iible]rs.[etzt] [m]it Anm. [erkungen] u.[nd] Zus. [dtzen] v.[on] M. Metter-
nich D.[oktor] d.[e]r Phil.[osophie], Prof[essor] d.[e]lr M[a]th.[ematik] | u[nd]
Phys[ik]. N[e]bst ei.[nem] Anh.[ang] worin dle]r S[ajtz: »a.[us] e[ine]r gle]-

glelblenen] Mlen]ge v[on] Flalctor[en], ka[nn] || sdas Prod[ulet nach N

Weis[en] gle]bild[e]t w(e]rd[en]« v[6]11[i]g erw[ie]s[en] ist. Mainz. 1811

Forr{ede]. Lacroix hat in e[ine]r eiglenen] Abh.[andlung] Les essays sur I'En-
seignement en général | et sur celui des Mathématigques en particulier, (a [us]
dle]r Vorr[eld[e] zu s.[einer] Alg[ebra] entstfanden]) | v[iell Gut[e]s iibe]r
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Lle}hrm[e]th.[ode] vorgle]tr[alglen]. *(Mich diucht, ich k[enn]e dfie]l Gute
a[us] s.[emer] Geom.[etrie])* |

— D[a]B d[e]r Ble]w(eils des S[a]tz[e]s, d[a]B Flaler:[oren] [m]it v]e]rind.[erter]
Ord[nun]g e[me]rifed Prodluk]t glelblen], in d[en] Anflan]gsgr[in]d[en]
flelhle, || hat z[ulerst d'dlembert er[mner]t. (Fuleri Cale.[ulus] Diff.[erentalss)]
annot.[atio] ad § 214.) Legendre hat in | s.[eimem] groBen] Welrke Essais sur la
Théorie des nombres® efinen] Ble]w(eds z[u) g[e]b[en] g[e]suchr. | dlelr v.[on]
d.[em] des V]er]f[assers] v[e]rsch[eden] ist. — Glelgle]lnw[d]rtigle]s ist [nu]r
dlelr erste Thledl; dle]r 2 | Thledl enthlallt dfie] Anwlendung] dle]r
Alglebra] auf glerade] wlnd] krlemme] Llinien], dlelr drite das Com-
pilemen]t vlon] Flun]ctionen], | v[on] vlelrsch[ie]d[enen] M[elth[o]d[en]
Glledeh[un]glen] alulfz[u]l[d]slen], vlom] Newtonschlen] Binom, v[on]
Reih[en] ete - D[e]r V]er]i[asser] will || auch d[ie]se Thledle iib[e]rs[e]tz[en]. |

§.8. Elinle Glledchlun]g st dlie] Giledchhled: 2[e]r {;r[ﬁlﬁf{rn]. |

§.20. 8.41. Anm[erkung] des Uib[e]rs [etzers] (die Subtr[aktion] neg[ativer]
Gr(o]B[en], wie Kistner. 7 —(-=3) | =T+ 3-3-(-3) =7+ 3.|

§.58, a. Metternich uln]t[e]rschledd[e]t e[in]e abs[olute] ulnd] rel[ative] Ble]-
dleu]tfun]g dle]r Z[edehlen] + , — . In d.[er] abs.[oluten] ble]z[edchn[en] || sie
zu addir{en]de, u.[nd] 2[u] subtelalblie] dlen]de Grlo]len], = Zwo a.[us] eline]r-
I[ed] Einhledt[en] blelstfelhlen]de Z[alhl[en] older] Grablen] | kinn[en] sich
glegen] elinan]d[e]r so v[elrhalt[en], d[a] @ sich ihre Einh[edt[en] wlelchs[e]ls-
w[eise] z[e]rnicht[en], wlenn] sie z{u]s[a]m[men]k]o]m[men], u[nd] si[nd]
dahle]r | so z[u] e[inan]d[e]r, wie dlie] addirt[e]n u[nd] subtr[alh]h[ie]et[e]n
Zlalhl[e]n. (D[ie] Bleilsplie]le, dlie] dle]r V[er]f.[asser] anfiithrt si[n]d zilem]-
1[d]eh | unpass|en]d, als Lin[ien] nach oblen] und] uln]tfen], v[elrglan]g[ene]
ulnd] klan]it[ige] Zledt) Zahllen] v[on] solehlen] entzle]zlenge]s[etzten]
Eiglen]s:[chaften] wlelrd[en] | [m]it entgle]glengels:[etaen] Zeichen], d[ie]
ei[nen] [m]it +, dfie] and.[eren] [m]it — aufg[c]llmin[xm'u]. Dlie] Schick-
dehkledr dlielsle]r Z[edehlen] echle]ll[e]r dla]rlaw]s, || wiedl additlive ulnd]
subtr[a]et[i]ve Einhledt[en] sich gl[edchE[alls] z[e]rnicht[en]. DieB ist [nun]
d[ie] rleltlale[]ule] Ble]dleu]t{un]g dle]r | Zeichlen] + — . Die Z[edlchlen] + -
driick[en] also in ihr[e]r rle]dfa]dieleln Bleld[eu]tlunlg Eiglen]schla]filen]
dlelr Grijfle aus, dlie] | unabh.[dngig] v.[on] d[er] Grofhledr [n]ur in Worelen]
anglelglelblen] wlelrdlen], ulnd] dle]lren] Silnn] feicht dlald{urclh vle]r
stlan]di[i]ch wlirld, wlenn] mlan] | dlie] elin]e v.[on] zwo entglegen]gle]s|etz-

" Vergl. Legendre Essai, Introduction,
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