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VO RWORT

Der Band II B 9/1 der Bernard Bolzano -Gesamtausgabe (BGA) umfaßt die

Transkription von Heft 15 der Miscellanea Mathematica (MM 1267-1358). Die

Veröffentlichung dieser mathematischen Tagebücher wurde von der Hand-

schriftensammlung der Österreichischen Nationalbibliothek Wien am 2. Januar

1967 genehmigt. Die Originale liegen dort unter den Signaturen Series Nova

3453 (Heft 1-7), 3454 (Heft 8-15) und 3455 (Heft 16-24) (vergl. auch BGA

Band E 2/1, S.28-30).

Wir danken Dr. S.J. Suys-Reitsma für ihre Hilfe bei der Bearbeitung der

griechischen und lateinischen Textteile. Herrn Professor Dr. J. Berg verdanken

wir eine Fotokopie des Manuskripts, auf das in MM 1342, Z. 35/36 hingewiesen

wird. Vergl. auch die Fußnote 89.

Den Bibliotheken der Bundesrepublik Deutschland, der Österreichischen

Nationalbibliothek Wien und den holländischen Bibliotheken sind wir für ihre

freundliche Unterstützung bei der Vorbereitung dieses Bandes zn Dank ver-

pflichtet.

Der Redaktion des Verlags, insbesondere M. Jungbauer, danken wir für die

Sorgfalt, mit der auch dieser Band betreut wurde.

Die Herausgeber

B. VAN ROOTSELAAR

A. VAN DER LUGT
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EDITIONSBERICHT

Das Manuskript von Heft 15 der Miscellanea Mathematica ist gemäß den

Editionsprinzipien, die in Band E 2/1, S.8-15 der Gesamtausgabe aufgeführt

sind, bearbeitet. Daraus ergibt sich ein bestimmter Zusammenhang zwischen

Manuskript und gedrucktem Text, der im folgenden zur klareren Ubersicht

kurz zusammengefaßt und erläutert wird.

Der durchgängige deutschsprachige Text ist in Bolzanos Manuskript in

deutscher Schrift niedergeschrieben. Für fremdsprachige Teile, Formeln und

vereinzelte Buchstaben (besonders in den Figuren) verwendete er die latei-

nische Schrift. Einzelne Buchstaben, die im Manuskript in deutscher

Schrift stehen, sind im Druck in Fraktur gesetzt. Die von Bolzano unter-

strichenen Wörter, Sätze und Formeln wurden kursiv gesetzt. Bezüglich der

Kursivierungen innerhalb der Interpolationsklammern sei auf die Editions-

prinzipien verwiesen. Absätze im Druck entsprechen den Absätzen des Manu-

skripts.

Am Rand des Manuskripts verzeichnete Vertikallinien, geschwungene Klam-

mern, quer geschriebene Wörter und dgl. sind in Fußnoten erläutert. An

mehreren Stellen hat Bolzano in Klammern kritische Bemerkungen zu eigenem

oder fremdem Text hinzugefügt, versehen mit hochgestellten Zeichen, beispiels-

weise °( )°. Diese Zeichen sind im allgemeinen im Druck unverändert wiedergege-

ben, manchmal mußten wir allerdings ein anderes Zeichen wählen.

Die in den Formeln vorkommenden Zeichen der speziellen mathematischen

Funktionen wurden einheitlich durch die heute üblichen ersetzt. Die Differen-

tiale sind, wo kein Mißverständnis zu befürchten war, mit d bezeichnet.

Exzerpte aus Büchern und Abhandlungen werden als Paraphrasen behan-

delt, nicht als Zitate, obgleich sie bisweilen einem Zitat sehr nahekommen.

Unklarheiten und Fehler, die sich in Bolzanos Zusammenfassungen und Para-

phrasen eingeschlichen haben, sind in den Fußnoten vermerkt. Im übrigen wur-

den die Exzerpte wie die eigenen Texte Bolzanos behandelt.
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Es muß hier bemerkt werden, daß wir von Stahls Anfangsgründen nur die

erste Ausgabe 1797 haben einsehen können.

Zuletzt noch eine Bemerkung zu den Interpolationen in den Zusammenfas-

sungen. Da die von Bolzano behandelten Texte im sprachlichen Ausdruck

erheblich variieren, war es bei der Auflösung von Bolzanos Kurzschrift nicht

immer möglich, die Ergänzungen in moderner Rechtschreibung wiederzugeben.

In solchen Fällen haben wir auf die jeweiligen Originalschriften zurückge-

griffen.
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EINLEITUNG

Der vorliegende, in der Gesamtausgabe (13GA) mit 213 9/1 bezeichnete Band

enthält die Transkription der Aufzeichnungen des 15. Hefts der Miscellanea

Mathematica (MM 1267-1358), die zwischen dem B. Februar 1816 (MM 1267)

und dem B. J uni 1817 (MM 1359, Heft 16) entstanden sind. Daneben finden sich

weitere Datierungen vom 11. August 1816 (MM 1296), Raditsch, den 18.Okto-

ber 1816 (MM 1298), vom 29. Dezember 1816 (MM 1319), 26. ,Januar 1817 (MM

1328) und 13. April 1817 (MM 1347).

I)as Heft enthält vor allem eine beträchtliche Anzahl von Lehrbuch-Titeln,

des weiteren Arbeiten, die aus literarischen Zeitschriften gesammelt sind, sowie

Auszüge aus Rezensionen in diesen Zeitschriften mit vereinzelten kritischen

Bemerkungen Bolzanos. In einem kleineren Teil ist Bolzano mit eigenständigen

Untersuchungen beschäftigt. Zu diesen Untersuchungen, die nicht unmittelbar

an die Prüfung von Büchern und Abhandlungen anschließen und mit wechseln-

dem Erfolg durchgeführt werden, gehören:

Ein unvollendeter Versuch, die Produktdarstellungen für sinx und cosx her-

zuleiten (MM 1269/74), und die Berechnung von bestimmten trigonometrischen

Reihen anläßlich einer Frage von Gerstner (MM 1323/27);

ferner Untersuchungen über den Begriff der Potenz und seiner Anwen-

dung auf die Binomialformel (MM 1267/69, 1331/35), Versuche, den Taylor-

sehen Satz zu beweisen (MM 1329/31, 1336/41, 1344/50, 1352/53), Versuche,

den Begriff der Größe zu definieren (MM 1298-1311, 1313), Betrachtungen

über die Konvergenz unendlicher Reihen (MM 1319/21, 1355/58) und

über den Zwischenwertsatz sowie den Begriff der Stetigkeit (MM 1296,

1342/44);

neben diesen Untersuchungen finden sich ausführliche Berechnungen und

zerstreute kürzere Bemerkungen zu verschiedenen Begriffen wie z. B. zu den

imaginären Größen (MM 1296/97), zum Raumbegriff (MM 1298, 1357) und den

Begriffen von Linie, Fläche und Körper (MM 1354), zur Physik (MM 1313), zu

11



den Begriffen einer organischen Kraft sowie der Attraktions- und Repulsions-

kraft (MM 1328/29).

Im folgenden wird auf einige dieser Untersuchungen sowie auf weitere

kritische Bemerkungen Bolzanos etwas näher eingegangen. Dabei werden die

Themen Geometrie und Analysis unterschieden:

Geometrie

Bei der algebraischen Untersuchung über den Begriff einer Potenz macht

Bolzano (MM 1267) beispielsweise den Unterschied zwischen dem allgemeinen

Begriff einer Fläche und den Begriffen einzelner Flächen. Der allgemeine Be-

griff einer Fläche entspricht demjenigen in MM 309 1 (Ende 1813), der später

auch in der Arbeit Die drey Problemei § 35.1 angeführt wird, wo es heißt: »Ein

Raumding, zu dessen jedem Punkte es, anzufangen von einer gewissen Entfer-

nung für alle kleineren abwärts, wenigstens eine, und höchstens nur eine end-

liche Menge getrennter Linien voll Punkte gibt, heißt eine Fläche überhaupt.«

Wenn man also eine Kugelfläche definiert als die Menge der Punkte (im Raume)

die gleichweit von einem gegebenen entfernt sind, so ist es methodisch richtig,

wenn man zeigt, daß die derart definierte Menge tatsächlich eine Fläche nach

der allgemeinen Definition ist.

Um folgern zu können, daß die Entfernung das einfachste Verhältnis sei,

schlägt Bolzano eine neue Definition des Ortes und des Raums vor. In MM 1 187 3

(25.9. 1815) heißt es noch: »Der Ort ist dasjenige Verhältnis unter den Dingen

welches den Grund enthält, weshalb sie nur unter diesen und jenen Zeit-

verhältnissen erscheinen.« Der Raum ist dann der Inbegriff aller möglichen

Orte.

Die im 15. Heft (MM 1298) gegebene Definition der Orte weicht von dieser ab,

insofern die gegenseitige Einwirkung der Dinge einbezogen wird: »Die Orte der

Dinge sind diejenigen Verhältnisse unter denselben, die den Grund davon ent-

halten, weshalb sie in bestimmten Zeitverhältnissen auf einander wirken.» Eine

im wesentlichen damit übereinstimmende Erklärung findet sich in den Arbeiten

Die drey Probleme, Versuch einer objectiven Begründung sind in Den Para-

BGA 2B 3/2, 8.34.

2 B. Bolzano, Die drey Probleme der Rectif cation, der Complanation und der Gabi-

rung, Leipzig 1817. Vergl. auch B. Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, Leipzig

1851, § 40, Fußnote.

3 BGA 2B 8/2, 5.47.
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doxien des Unendlichen", mit der Maßgabe, daß in der zweiten und dritten

Arbeit »Verhältnisse« durch »Bestimmungen« ersetzt worden sind. Anschlie-

ßend lautet die Definition des Raums jetzt (MM 1357): »Der Raum ist dasjenige

Verhältnis [der Dinge] unter einander, welches den Grund enthält, weshalb sie

in diesen oder jenen Zeiten auf einander wirken.« Daraus folgert Bolzano so-

fort, daß nicht der Ort eines Atoms das einfachste Verhältnis im Raume sein

muß, sondern die Entfernung. Diese letzte Erklärung ist nicht sehr glücklich

und scheint nur aufgestellt zu sein, um die Entfernung als einfachstes Verhältnis

im Raum zu rechtfertigen. Bolzano hat sie denn auch nicht beibehalten; in den

späteren, oben genannten Arbeiten ist der Raum wieder der Inbegriff der Orte.

Es fällt jedoch in der obigen Definition des Orts (MM 1298) auf, daß die Orte

zusammen erklärt werden. Wenn man versucht, die Mehrzahl in Einzahl zu

ändern, also den Ort bestimmen will, stößt man offenbar auf eine Schwierigkeit.

In der von Bolzano beabsichtigten Weise läßt sich der Ort (eines Dinges) nicht

ohne Heranziehung anderer Dinge erklären. Im Vergleich dazu erscheint die

oben angeführte, wenn auch verdächtige Erklärung (MM 1187) ein wenig ab-

geändert doch noch besser. Daraus die objektive Begründung der drei Dimen-

sionen des Raumes herzuleiten, würde aber schwieriger, wenn nicht gar un-

möglich, sein.

Der Begriff des Raums hängt bei Bolzano eng zusammen mit dem Begriff der

Zeit. In MM 995' (3. 1. 1815) wird die Zeit erklärt als diejenige Bedingung, unter

welcher einem Subjekt verschiedene einander widersprechende Prädikate bei-

gelegt werden können, d. h. als diejenige Bedingung, unter der das Subjekt sich

verändert. Offenbar ist Bolzano mit dieser Definition noch nicht zufrieden,

denn er stellt im vorliegenden Heft MM 1283 eine neue auf: »Zeit ist dasjenige

Verhältnis der Erscheinungsdinge zu mir, aus dessen Änderung ich mir erkläre

«. In den späteren Schriften kehrt er jedoch im wesentlichen zu seiner ersten

Erklärung (MM 995) zurück.

Die Kritik (MM 1336), die Bolzano an dem von Klügel vorgeschlagenen

Grundsatz der Rektifikation übt, ist völlig berechtigt. Dieser Grundsatz lautet:

Zwei Linien, die zwischen denselben Endpunkten liegen, sind desto weniger an

4 Vergl. z. B. B. Bolzano, Die drey Probleme der Rectif cation, der Complanation und

der Cubirung, Leipzig 18 17, § 30, Versuch einer objectiven Begründung der Lehre von
den drei Dimensionen des Raumes, Prag 1843, § 4.5-7 (BGA I 18, 5.232) und Para-
doxien des Unendlichen, Prag 1851. § 40.

5 Vergl. MM 333 (BGA 2B 3/2, 8.77): Man stelle sich vor, daß nur 1 Atom existierte, so

könnte ich von keinem Orte desselben reden.
h BGA 2B 7/1, S.131.
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Länge verschieden, je mehr Punkte sie mit einander gemein haben'. Zu diesem

Satz hat Bolzano mehrere Gegenbeispiele gegeben, z. B. M M 55-56 (BGA 2B

2/1, 5.101-103), MM. 416 (BGA 2B 4/1, S.99-100); auch in dem Fall, wo

Bolzano die Gültigkeit offenläßt, ist der Satz falsch. Um dies zu zeigen, hätte er

nur eines seiner früheren Beispiele ein wenig zu präzisieren brauchen.

Analysis

Gleich am Anfang des Heftes' stellt Bolzano sich die Aufgabe, den allgemei-

nen Begriff einer Potenz zu definieren. Im Anschluß daran (MM 1331) stellt

er sich die Frage, wie eine Funktion F(a, in), von zwei Größen a und m, be-

schaffen sein muß, wenn F(a, m) • F(a, n) = F(a, m + n) für jeden Wert von a, m,

n. Unter der Voraussetzung F(a, 1) = a kann er die Funktion F(a, m) für ratio-

nale m (mit einiger Mühe) identifizieren mit am. Doch weiter kommt er trotz

einiger Anstrengungen nicht, eben weil er noch nicht Tiber eine richtige Er-

klärung von x"' verfügt. Der wesentliche Teil der Bestimmung von F(a, m) für

alle a und nicht-rationale m fehlt.

Die stetigen Lösungen der Gleichung F(a, m) • F(a, n) = F(a, m + n) kann man

tatsächlich identifizieren mit F(a, 1)" (m beliebig). In diesem Sinne kann die all-

gemeine Exponentialfunktion gekennzeichnet werden. Es ist aber nicht der

Weg, die Exponentialfunktionen einzuführen.

Die größte Aufgabe der Analysis ist für Bolzano wohl der Beweis des Tay-

lorschen Theorems, den er noch immer nicht gefunden hat. In diesem Heft un-

ternimmt er einen weiteren Versuch: Er fängt an, eine Gültigkeitsbedingung

aufzustellen (MM 1329/31). Diese Bedingung lautet, daß die Glieder der Tay-

lorschen Reihe stärker abnehmen als eine fallende geometrische Reihe, denn

aus mehrerem zeigt sich, daß er diese Eigenschaft als eine hinreichende und not-

wendige Bedingung für die Konvergenz unendlicher Reihen ansieht. Bolzano

sucht das Problem zu analysieren, um eine Beweisstrategie zu entwerfen. Die

beste Möglichkeit sieht er noch in einer Verbesserung des MacLaurinschen Be-

weises, d. h. darin, den Übergang von der Formel mit Differenzen zu derjenigen

mit Differentialquotienten als richtig zu beweisen. Entsprechende Ansätze

hierzu finden sich schon im 12. Heft`', aber nun arbeitet Bolzano ausführlicher

Dieser Satz ist auch enthalten in der kritischen Übersieht (von 1815) der Theorien der

Rektifikation MM 1164/65 (BGA 2B 8/1).

° S MM 1267, Fortsetzung 1331-1335.

M M 1056-1058, 1060-1061, 1063-1067 (BGA 2B 7/2, S.76-79, 84-85, 87-92).
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daran 10 . Es gelingt ihm aber nicht, die Unterschiede der Differenzenquotienten

und den Differentialquotienten, die zwar einzeln beliebig klein gemacht werden

können, in ihren Gesamtheit zu beherrschen. Die Abschätzung von Lagrange

von f durch ein endliches Anfangsstück der Taylorschen Reihe kann er nicht

verwenden, weil der Gültigkeitsbereich der Abschätzung bei wachsendem An-

fangstück immer kleiner werden kann. Nach all diesen ergebnislosen Bemühun-

gen versucht Bolzano schließlich noch einen Beweis zu führen, der dem des

Binomialtheorems nachgebildet ist, d. h. nach dem Aufbau der Funktion'. Ein

sehr zweifelhaftes Unternehmen.

Außer Betrachtungen über die Konvergenz der Taylorschen Reihe gibt es

auch ähnliche für allgemeine Reihen (mit positiven Gliedern). Die ersten dies-

bezüglichen Aufzeichnungen (MM 1319-1321) sind noch ein wenig ungeordnet.

Eine konvergente Reihe Za„ ist für Bolzano eine Reihe, die sich einem bestimm-

ten Wert beliebig nähert, wenn man sie weit genug fortsetzt, und sich von

diesem Werte nicht wieder entferne, wenn man sie weiter fortsetzt; (1.11. wenn es

bei einer vorgegebenen Annäherung bis auf eine Größe d ein r gibt, derart daß

a, + ... +a,.+w <d für alle natürlichen Zahlen s 12 . Diese Formulierung folgt ganz

natürlich aus der Bolzanoschen Definition einer Reihe als einer endlichen

Summe, die immer weiter fortgesetzt werden kann. Deshalb bin ich der Mei-

nung, daß die Frage, woher Bolzano diese Bedingung hat, überflüssig ist. Eine

andere, tiefer liegende Frage ist, ob es zu einer Reihe, welche diese Bedingung

erfüllt, immer einen solchen bestimmten Wert gibt. Dies wird zwar in der Arbeit

Rein analytischer Beweis, § 7 behauptet, aber nicht bewiesen.

Im Zusammenhang mit der oben genannten Strategie, den Taylorschen Satz

nach dem Aufbau der Funktion zu beweisen, zeigt Bolzano, daß die Produkt-

reihe zweier Reihen, die stärker als eine konvergente geometrische abnehmen,

wieder durch eine solche Reihe beschränkt wird (MM 1355-1358).

Zur Frage der Gültigkeit des Taylorschen Satzes gehört auch eine Untersu-

chung der Natur der bezüglichen Funktionen, z. B. der Stetigkeit und Differen-

zierbarkeit. Insbesondere der Begriff der Stetigkeit war zu Bulzanos Zeiten

noch ziemlich schwankend und wurde auch wohl so verstanden, daß die Diffe-

renzierbarkeit darin begriffen war. Es liegt also auf der Hand, mit einer Ana-

lyse des Begriffs der Stetigkeit anzufangen.

10 MM 1329-1331, 1336-1341.

" Vergl. MM 1348-1350, 1352-1353.

12 Genau so im Manuskript »Die ersten Gründe ...«, § 60, aus dem Jahre 1815. Vergl.

auch die Einschiebung MM 1048 (BGA 2B 7/2, S. 63). Diese Einschiebung dürfte also

auch 1815 datiert sein.
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Bis dahin hatte Bolzano unter der Stetigkeit einer Funktion die Eigenschaft

verstanden, die er durch die Formelf (x + w) — f(x) = Q beschreibt, deren Bedeu-

tung dieselbe wie die heutige ist 13 . In MM 1342 aber meint er, daß zum Begriff

der Stetigkeit noch mehr gehört, nämlich daß von einem gewissen Punkte an S2

einerlei Vorzeichen behält. Als Beispiel einer Funktion, die diese Bedingung

nicht erfüllt, d. h. einer Funktion, für die Q in einer Umgebung von 0 unendlich

oft von Zeichen wechselt, betrachtet er die (von ihm so genannte) Spiralsinus-

Iinie, welche aus der Sinuslinie entsteht, wenn man den Kreis durch eine Spirale

ersetzt. Diese Berechnungen führen ihn zu der folgenden vereinfachten Form

einer solchen Linie (MM 1343)

y = a + (x—b) • sin(ln(x—b)), oder wenn man a =b =0 setzt

y = x• sin(lnx) (für x >0 und ergänzt durch y(0) = 0)

Zu der Funktion y(x) = x • sin(lnx) bemerkt Bolzano, daß der Wert zwar gegen

y =0 strebt, wenn x(>0) gegen Null strebt, aber die Näherung ist in der Bolza-

noschen Terminologie nicht stetig, weil der Unterschied y(x) — y(0) in einer Um

gebung von 0 unendlich oft sein Vorzeichen wechselt. Man könnte von einer

stetigen Annäherung sprechen, wenn die Funktion monoton ist, d. h. mit

wachsendem x wächst oder füllt. Jedenfalls ist Bolzano der Auffassung, daß bei

dem Taylorschen Satz die Stetigkeit in der allgemeinen Bedeutung nicht genügt.

Nebenbei sei bemerkt, daß die obige Funktion, definiert durch y(x) = x • sin(lnx)

für x > 0 und y(0) = 0 für alle x > 0, stetig ist, für x > 0 differenzierbar, aber für

x = 0 nicht.

Der Begriff der Stetigkeit beschäftigt Bolzano auch in den späteren Heften,

z. B in den Heften 16, 19-23, also bis in (las Jahr 1834 hinein. In Heft 19

(MM 1674) kommt obige Funktion wieder vor, während in Heft 23 (MM 2015)

folgende »merkwürdige Funktion der Lehre von der Stetigkeit« betrachtet wird:

y =- 3, 2 •  sin ► Inx für x >0 lind f(0) = 0, eine Funktion, die nach der allgemeinen

Definition stetig ist und für die f'(0) exisiert, aber f"(0) nicht.

B. VAN RooTSELAAN

.» Vergl. Rein analytischer Beweis, Vorrede IIa, S.11-12.
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Miscellanea mathematica. 15.1

Analysis. Uib[e]r d[en] B[e]grf. e[ine] r Potenz. (d[en] 8 F[e]br.[uar] 1816.) 1

B[e]k[a]nntl [i]ch n [e]nnt m[an] d[ie] Größ[en], w[e]lche a 3, a 3 , a*, a;, a;, a4, a',

be-Izeichn[en], s[ä]mtl[i]ch Potenz[en] von a. W[a]s v[e]rst[e]ht rh[an]

5 denn also hier [unn]t[e]r e[ine]r Pot[en]z? 11 Was hab[en] alle d[ie]se Größ[en]

G[e]m[ein]sch[a]ftl[i]ch[e]s? 1
I0 Ich hätte Lust z[u] antwort[en]: 11

Wenn e[in]e  Größe M aus ein [e] r and[e]rn a v[e]r[mi]tt[e]lst  e[ine]r dritt [en] m

auf e[in]e solche 1 Art (o[der] nach e[ine]r solch[en] R[e]g[e]l) h[e]rg[e]leitet

w[ir]d, d[a]ß w[enn] d[ie] Größe N aus a v[e]r[mi]tt[e]lst d[e]r 1 n auf eb[en]

d[ie]s[e]lbe Art h[e]rl[ei]tb[a]r ist, d[ie] Größe M. N aus a v[e]r[mi]tt[e]lst d[e]r 1

Größe m + n auf eb[en] d[ie]s[e]lbe Art sich h[e]rleit[ern] l[ä]ßt: so ne[nn]t

rh[an] m, n d[ie] / xpo-I n[en ] den] d [e]r Gr[ö]ße a, u.[nd] M, N d[ie] dies [en] Ex-

i5 pon[en]t[en] z[u]g[e]hör[i]g[en] Potenz[en], d[ie] Gr[ö]ße a d[ie] kti[u]rz[e]l. 11

Dieß ist, w[enrn] ich [n]icht irre, d[e]r eig[en]tl.[iche] B[e]griff, d[en] rn[an]

[m]it d[ie]s[en] Worten] nach d [e]m j[e]tzt h[e]rr-Isch[en]d[en] rnathem[a]-

t.[ischen] Spr[a]chg[e]br[au]che v[e]rb[in]det. M.[all] v[e]rfiel n [ä]h[m]l [i]ch

erst d[a]r[au]f, statt I a x a x a x a x a d[er]gl[eichen] z[u] schr[ei]b[en] a 5 ,

d[er]gl.[eichen] u.[nd] na[nn]te die a 5 e[in]e Pot[en]z v[on] a, I u[nd] 5 ihren]

Expo[nen]t[en]. M.[an] b[e]m[e]rkte hier[au]f, d[a]ß w[enn] solche Pot[en]-

z[en] d[e]rs.[elben] W[u]rz[e]l [m]it e[inan]d[e]r z[u] [m]ult[i]pl[izieren]

sey[en], ihre Exp.[onenten] [n]ur add.[iert] z[u] w[e]rd[en] brauch[en]. Dieß

20 hätte z[u]r F[o]lge, d[a]ß wenn] e[in]e Pot[en]z, d[urc]h II d[ie] and[e]re

div.[idiert] w[e]rd[en] sollte, u[nd] d[e]r Divis.[or] e[in]e nied[ri]g[e]re

P[o]t[en]z war, als d[e]r Div[ide]nd.[us], rh[an] d[ie] Exp.[onenten] 1 [n]ur

abz [u] zieh [en] br[au]chte, z. B. á, = a5-3 = a2. Z [u] w [ei] l [e] n ereign[e]te sichs

ab[e]r, d [a] ß d[e]r  Exp. [onent] des Divis. [ors] jenem des Divid [en] d [en]

gl[ei]ch o[der] noch gr[ö]ß[e]r war: z.B. a„ u[nd] rh[an] b[e]m[e]rkte, d[a]ß sich

auch hier d[ie] Exp. [onenten] abzieh[en] liess[e]n, w[enn] rh[an] a -2 in d[e]r

B[e]d[eu]t[un]g nähme, d[a]ß es sey, 1 u.[nd] d[a]ß hieb[ei] d[ie] R[e]g[e]l

v.[on] d.[er] Add [ition] noch i[mme]r  st[e]h [en] hl[ei]b[en] w[ür]de;  n[ä]h [m]-

25 1. [ich] a-2  x a 7 = a' II u. s. w. Also entschloß rh[an ] sich, auch Ausd[rüc]ke v.[on]

d.[er] Form a 2 Pot[en]z[en] z[u] nn[enne]n. 1

U.[nd] so gi[n]g rh[an] i[mme]r w[ei]t[e]r. 1 M.[an] na[nn]te j[e]de Gr[ö]ße M 1

e[in]e Pot[en]z, d[e]r[en] H[e]rl[ei]t[un]g aus a sich v[e]r[mi]tt[e]lst e[ine]r

zweyt[en] Gr[ö]ße m (d[e]m Expo[nen]t[en]) so 1 b[e]stirn[men] ließ, d[a]ß

w[enn] N e[in]e  zweyte Gr[ö]ße war, d[ie] nach d [e] rs. [elben] Art aus a v[e]r-

30  [mi]tt[e]lst II d[e]r Gr[ö]ße rn war h[e]rg[e]leitet word[en], d[ie] Gr[ö]ße M. N

19



nach eb[en] d[ie]s[e]r R[e]g[e]l sich aus I a v[e]r[mi]tt[e]lst m + n h[e]rleit[en]

ließ.

Dies[e]r Erkl[ä]r[un]g wird riz[an] d[ie] Einw[en]d[un]g mach[en], d[a]ß sie

auf ei.[nem] z[u]f[ä]ll[i]g[en] M[e]rkm[a]le b[e]ruhe; 1 d[a]ß rn[an] z[u]f[o]lge

ihr[e]r [ni]cht beurth[ei]l[en] kö[nn]te, ob e[in]e g[e]wisse Gr[ö]13e M e[in]e

Pot[en]z v[on] e[ine]r and.[ern] a sey, als I w[enn] rn[an] erst e[in]e g[e]w[i]sse

andere Gr[ö]ße N, d[ie] nach eb[en] d [e] rs. [elben] R[e]g[e]l  wie M aus a v [e] r-

[mi]tt[e]lst m II h[e]rg[e]leitet ist, gl[ei]chf[a]lls aus a v[e]r[mi]tt[e]lst n h[e]r- 35

g[e]leitet ist, b[e]tr[a]chtet u[rid] u[n]t[e]rsucht hat, ob d[ie] Gr[ü]ße M.N,

d[ie] ein Prod [r r] ct a.[us] beyd [en] ist, w[o]hl  nach d [e] rs. [elben] R[e]g[e]l  aus

a v[e]r[mi]tt[e]lst (m + n) h[e]rleith[a]r sey. — Denkt rn[arr] denn ab[e]r w[ir]k-

l[i]ch an alle d[ie]se W[ei]tläu-If[i]gk[ei]t[en], w[enn] rir[an] z.B. a 3 e[in]e

Pot[en]z v[on] a n[en]nt?  —

Ich antw[o]rte hier[au]f. M.[an] [mu]ß d[en] B[e]griff e[ine]r Pot[en]z im

Allg[e]m[einen], v[on] d[e]m B[e]g[ri]ffe g[e]w[i]ss[e]r II e[in]z[e]ln[e]r Ar- 4°

t[en] v[on] P[o]t[en]z[en] [u]nt[e]rscheid[en]: wie d[en] B[e]g[ri]ff e[ine]r

L.[inie] o[der] Fl[ä]che allg.[emein] , v.[on] d[e]m B[e]g[ri]ffe irg[en]d 1 e[ine]r

e[in]z[e]/n[en] L[inie] o[der] Fl[ä]che. So ist z. B. d[e]r B[e]g[ri]ff e[ine]r

Fl[ä]che d[e]r B[e]g[ri]ff e[ine]s Ra[u]md[in]gs, d[e]ss[en] j[e]d[e]r P[un]ct

anz[u]fang[en] v.[on] e[ine]r g[e]w[i]ss[en] Entf.[ernung] f.[ur] alle kl[eine]re

abw[är]ts e[in]e endl[iche] M[e]nge v[on] 1 Lin[ien] zu N[a]chb[a]rn hat.

Dies[e]r B[e]g[ri]ff k[o]m[m]t ab[e]r in d.[en] B[e]g[ri]ff[e]n manch[e]r

e[in]z[e]ln[e]r I"l[ä]ch[en]art[en] [ni]cht vor. Z.B. d[e]r B[e]g[ri]ff e[ine]r

Kug[e]l[ä]che ist. d[e]r B[e]g[ri]ff desj.[enigen] Ila[um]d[in]gs, das alle

P [un] cte u. [ nd] so[n]st I I k. [eine] and [e] r [e] n enth[ä]lt, als d[ie] v.[on] ei. [nem] 45

g[e]g[e]b[enen] gl[ei]chw[ei]t entf[e]r[n]t sind. Da [mu]ß° 1 rn[an] sich ab[e]r

[ni]cht an d.[ern] W[o]rte stoss[en]. In d.[em] Ausd[ruc]k Kug[e]l[ä]che liegt

1268 freyl[i]cli schon II d[e]r G[e]d[an]ke, d[a]13 das so bena[nn]te Ra[u]md[in]g

e[in]e Fl[ä]che s.[ei], in d[e]r Erkl[ä]r[un]g ab[e]r hegt 1 dies[e]s [ni]cht;

sond.[ern] [mu] ß erst als e [in] L [e] hrs[atz] aufg [e] st [e] llt w [e] rd [en] . Dass[e]lbe

ist d[e]r F[a]ll b.[ei] d.[ern] B[e]g[ri]ffe e[ine]r g.[eraden] L[inie], Eb[en]e

u.s.w. — So ist es auch [m]it d.[em] B[e]g[ri]ffe e[ine]r 1 g[an]zzähl[i]g[en]

po.c.[itiven] Pot[en]z, w[e]lch[e]r [iii]chts and[e]rs ist als d[e]r B[e]g[ri]ff e[ine]s

Prod[u]cts aus m[e]hr[e]r[e]n II (m) gl[ei]ch[en] F[a]ctor[en]; it.[em] [rrr]it 5

d[e]m B[e]g[ri]ffe e[ine]r g[an]zzähl[i]g[en] neg.[ativen] P[o]t[en]z, w[e]l-

a Im Manuskript folgt noch ein versehentlich nicht gestrichenes »m[an]«.
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ch[e]r [ni]chts and.[ers] 1 ist, als d[e]r B[e]g[ri]ff e[ine]s Br[u]ch[e]s, d[e]ss[en]

/[ä]hl[e]r 1 u[nd] d[e]r N[enne]r ein Prod[uk]t a.[us] m[e]hr[e]r[e]n (m) gl[ei]

ch[en] 1 1+'[a]ctor[en] ist, u.s.w., u.s.w. N[un] [m]uß rh[an] also erst in eig[enen]

L[e]hrs[ä]tz[en] darth[un],d[a]ß 1 g[an]zzäbl[i]ge pos: [itive] Pot[en[z [en] u.s.w.

—Pot[en]z[en] si[n]d. Dieß kli[n]gt [nu]r läch[e]rl[i]ch, w[ei]l d[ie] Spr[a]che 1

to f. [ür] j[e]ne einz[e]ln[en] B[e]g[ri]ffe k[ein]e eig[enen] Worte hat, II sond.[ern]

ihn[en] d[en] N[a]hm[en] borgt, d[e]r [rt]ur v.[on] e[ine]r Eig[en]s.[chaft]

d[e]rs[e]lb[en] entl[e]hnt ist, ab[e]r v.[on] I e[ine]r Eig[en]s.[chaft], d[ie] [ni]cht

als B[e]st[an]dth[ei]l im B[e]g[ri] ffe s[e]lbst entli [a]lt[en] ist. So ko[nn]te rh[an]

z.B. d[ie] I g[e]r[ade] L.[inie] d[en] kürz[e]st[en] W[e]g ne[nnen]; d[e]mnach

m[ü]ßte noch erwies[en] w[e]rd[en], d[a]ß sie es 1 sey 1

Kürz[e]r kö[nn]te rn[an] d[ie] ob[i]ge Erkl.[ärung] so ausd[rüc]k[en]: "W[enn]

15 X aus a u[nd] x nach e[ine]r solch[en] R[e]g[e]l abg[e]lei-I1"tet wird, d[a]ß

w[enn] rh[an]  nach eb[en] d [e] rs. [elben] R[e]g[e]l  aus a und y d[ie] Gr[ö]ße

Y erhält, 1 "aus a und (x + y) e[in]e Größe X.Y z.[um] Vorschein] k[o]rh[m]t,

so h[ei]ßt a d[ie] Wur- "z[e]l v.[on] d[e]r Pot[en]z X, u[n]t[e]r d[e]m Expo-

[nen]t[e]n x.,, 1

D[e]r Binom. [ische] L[e]hrs[a]tz  b[e]k[o]m[m]t [nun] f [o]/g[en]d[en] Sing: 1
n	 n-1	 l	 n-I	 n r^lD[ie] Formel N = (1 + x) = 1 + nx + n •	 x + ... + n • 	 ... ' ' xr + S2

20 heißt in W [o]rt[en] ausg[e]d[ruc]kt: 11 Die Gr[ö]ße N w[e]lche sich aus (1 + x)

u.[nd] n nach e[ine]r solch[en] R[e]g[e]l ableit[en] l[ä]ßt, d[a]ß w[enn] rn[an]

nach 1 d [e] rs. [elben] R[e]g[e]l  M aus (1 + x) u. [nd] m ableitet, auch N. M. aus

(1+ x) u[nd] (n + m) nach d[ie]s[e]r B[e]g[e]l 1 h[e]rl[ei]tb[a]r ist, ist =

1+nx+n• 	 I •x2 +..+n•...n - r,'•xr+Q(w[enn]x<±1)1

Nunfrägt sich; ob d [ie]s[e]r allg[e]m. [eine] L[e]hrs[a]tz auch e[ine]s allg.[emei-

nen] B[e]w[ei]s[e]s fäh[i]g s.[ei], ohne sich erst in 1 die B[e]tr[a]cht[un]g

d[e]r  speciell [en] F[ä]lle ei [n] z [u] l [a] ss [en] d. [ie] a. [us] v [e] rsch [ie] d [enen]

25 B[e]d[eu]t[un]g[en] v[on] n entst[e]h[en]? — Od[e]r 11 ob d[ie] B[e]w[ei]se,

d[ie] f.[ür] d[ie]s[en] S[a]tz d[a]d[urc]h g[e]fiihrt w[e]rd[en], d[a]ß nn[an] u

erst e[in]e g[an]ze pos.[itive] Z[a]hl; da[n]n 1 e[int]e g[an]ze neg.[ative] etc.

b[e]deut[en] I[ä]ßt, n[i]cht wiss[en]sch[a]ftl[i]ch sey [en].

W[enn] sich nachw [ei] s [en] l[ä]ßt,  d[a]ß d[e]r  B[e]g[ri]ff (1 + x)", w[enn] n

e[in]e g[an]ze Z[a]hl ist e[in]e Species 1 v.[on] d.[em] B[e]g[ri]ffe (1 + x)",

w[enn] n w[a]s im[me]r f. [ür] e[in]e Gr[ö]ße b[e]z[ei]ch[ne]t, ist: so l[ie]ss[e]n

sich j[e]ne B[e]w[ei]se 1 [ni]cht als wiss.[enschaftlich] v[e]rth[ei]d[i]g[en]: es sey

so den[n], d [a]ß d [ie] in d. [en] Beyt[rä]g[en] a[u]fg[e]st[e]llt[en] Gr[un]ds[ä]tze 11

aufg[e]g[e]b[en] w[e]rd[en]. 1
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Nu[n]' läßt sich zw [a]r (1 + x)(0[anlzez[a]hl) all[e]rd[in]gs als e[in]e Sp[e]cies v. [on]

(1 + x) (1 ir [ü]©eüb [e ] rh. [auPti ) b[e]tr[a]cht[en];1ab[e]resm[u]f [ni] chtnothw. [endig] so

b[e]tr[a]chtet w[e]rd[en]. Im G[e]g[en]th[ei]l ist es ein v[ie]l e[in]f[a]ch[e]r[e]r

B[e]g[ri]ff 1 u[n]t[e]r dem rr1[an] d [en] Ausd[ruc]k (1+x)(ĝ [an]ze pos.[itive] z[a]hl)

fass[en] ka[iici] ; n[ii]ll[m]l[i]ch u[n] t[e]r d[em] B[e]g[ri]ff e[ine]s 1 Prod[u]cts

aus m[e] hr[e] r[e]n gl[ei]ch[en] F[a]ctor[en]; u.[nd] eb[en] so (1+ x)- (d[""]'ez[a]hl)

läßt sich II u[n]t[e]r d[em] ei[n]f[a]ch[en] B[e]g[ri]ff e[ine]s Bruches f[a]ss[en], 35
d[e]ss[en] Z[ä]hl[e]r 1, u[nd] d[e]ss[en] N[enne]r ein Pr[o]d[uk]t aus 1 m[e]h-

r[e]r[e]n gl[ei]ch[en] F'[a]ctor[en] ist: u.s.w. - W[enn] rn[an] also d[ie] Zeich-

[nun]g 1 (1+ x)" in d[ie]s[en] einf[a]ch[e]r[en] B[e]d[eu]t[un]g[en] a[nnimm]t:

dann si[n]d d[ie] S[ä]tze, w[e]lche d[ie] 1 141or[me]l (1 + x)" = 1 + nx + ... aus-

d [rüc] kt, n[ic]ht m[e]hr als sp[e]cielle S[ä]tze v.[on] d.[em] 1 allg. [emeinen] Bi-

nom. [ischen] L [e] /irs. [atze] z[u]  b [e] tr [a] cht [en] : u. [nd] es ist also [ni] cht f [e] h-

l[e]rh[a]ft, wenn] rn[an] je[n]e 11 ][e]d[en] f.[ür] sich b[e]w[ei]st, u.[nd] dies[en] 40

dann z[u]l[e]tzt  aus ihn [en] h[e]rleitet.  1

Wie ung[e] reimt es wäre, z[u] ,ford[e]rn, d [a] ß rn[an ] d [en] allg. [emeinen] Bi-

nom. [ischen ] L [e] hrs. [atz] früh[e]r 1 darthue, als d[ie] sp[e]ciell[en ] I, [e] hr-

s[ä]tze, erh[e]llet u[n]t[e]rAnd[e]rm dar[au]s: w[ei]l hier[au]s f[o]lg[en] 1 w[ür]-

de, d[a]ß d[ie] W[a]hrh[ei]t d[e]s S[a]tz[e]s (1 + x)(K[a"1'e z[a]hl] = 1 + nx + ..

e[in]e F[o]lge des bin.[ornischen] 'Th[e]or[em]s ; 1 u.[nd] d[ie] W[a]hrh[ei]t des

S[a]tz[e]s  (1 + x)' = 1+ x gl [ei] chf. [alls] e[in]e  F[o]lge des Bino [mia] lth. [eo-

1269 rems] sey. 11 Gl[ei]chw[o]hl ist d[ie]s[e]s ein bl[o]ß id[en]t..[ischer] S[a]tz. II	 45

SO' läßt sich auch d[ie] W[a]hrh[ei]t d[e]r Bino[mia]lfo[rme]l, f.[ür] j[e]d[en]

b[e]st[imm]t[en] g[an]zzähl[i]g[en] 1 W[e]rth v[on] n, z.B. 1, oder] 2, o[der] 3,

.. auf e[in]e eig[en]e Art erweis[en]: u[nd] b[e]ruht sich[e]r 1 [ni]cht auf d[e]r

Form 1 + nx + n • n 2 1t x
2 +... Also b[e]g[e]bt rn[an] g[e]wiß auch k[einen] 1

F[e]hl[e]r g.[egen] d[ie] g[u]te M[e]th[o]de, w[enn] rrr[an] b.[ei] d.[em]

B[e]w[ei]se d[ie]s[e]r F'or[me]l die II Richt[i]gk[eilt. d[e]rs.[elben] f. [ür] einen]

b[e]st[imm]t[en] W[e]rth v[on] n, z.B. = 1, o[der] = 2 an[nimm]t. 1

Dah[e]r ist auch d[e]r v.[on] [m]ir g[e]br[au]chte B[e]w[ei]s (d[urc]h d[ie]

(n + 1) M[e] th[o]de, wie m[e]in  Fr[eun]d Kästner 1 sie sch [e] rzh [a] ft g[e]n[ann]t

hat) f.[ür] j[e]d[en] g[an]zzähl[i]g[en] positiv[en] Exponent[en] k[eine]sw[e]gs

v[e]rw[er]fl[i]ch. 1 D[ie] W[a]hrh[ei]t, d[a]ß (1 + x)" = 1 + nx + n •"z1 x2 + ..

f.[ür] j[e]d[en] g[an]zzähl[i]g[en] pos.[itiven] W[er]th v[on] n b[e]ruhet a[u]f

d[e]rVV[a]hrh[ei]t,1 d[a]ß d[ie]seGl[ei]ch [un]g f.[ür] n = 0 gilt, u.[nd] auf d[e]m

i' Die Zeilen 31-36 sind links durch einen doppelten Bleistiftstrich markiert.

' Die Zeilen 1-7 sind rechts durch einen Strich markiert.
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10 Umst [an] de, d[a]ß  w [enn] sie f [ür] Ei [nen ] W[e]rth  v [on] n gilt, sie auch 11

f.[ür] (n + 1) gilt; endl[i]ch d[a]r[au]f, d[a]ß rn[an] d[urc]h succ[e]ss[i]ve

Addir[un]g[en] v[on] 1 zu Null, zu j[e]d[e]r g[an]z[en] pos.[itiven] Z[a]hl

g[e]lang[en] l kann. —

Analysis 1

Ich b[e]mühe [mi]ch g[e]g[e]nw.[ärtig], die analyt.[ische] For[me]l f.[iir]

sinx =, u[nd] cosx in 1 Factor[e]n aufg[e]löst z[u] b[e]w[ei]s[en]. sin x =

15 x( 1- l̂) ( 1— X4)( 1— x1 ) .. (1— 1),w[enn]c=nII4c	 9c	 n c 
Ich g[e]he  v. [on] d.[er] Erkl. [ärung] aus, d[a]ß  sin x d[ie]j[e]n[i]ge  b. [ei]

e[ine]rl[ei] x u[n]v[e]ränd.[erliche] Gr[ö]ße ist, cl[e]r 1 x— zi3 +.... ± ^  so

nahe k[o]m[m]t, als rn[an] [nu]r i[mme]r will, w[enn] etc. --. (Kurz 1

wie in d[en] schr[i]ftl.[ichen] Aufsätzen] v.[on] 1815 1 .)

21 §. L[e]hns[atz] W[enn] axr + bxr - ' + cxr -2 + ... + p = R * 11 (e[in]e R[ei]he

18 v.[on] willk.[ürlich] z[u] v[e]rm[e]hr[en]d[e]r Gl[ie]d[e]rz[a]hl r.) II f.[ür] d[en]

W[e]rth x = a; d[en] W[e]rth S2 an[nimm]t, d[e]r so kl.[ein] w[e]rd[en] ka[nn],

20 als rn[an] [nu]r i[mme]r will, w[enn] rn[an] r so gr[o]ß n[imm]t, als II m[an] will:

so ist R = (x — a) S + Q ; wo S irg[en]d e[in]e d[e]r R ähnl[iche] alg[e]br. [aische]

F[un]ct.[ion] 1 v[on] u[n]b[e]st[imm]t[e]r G1[ie]d[e]rz[a]hl anz[ei]gt 1

B[e]w[ei]s: Denn es ist au' + bar - ' + Car-2 + ... + p = Q; also d[urc]h Abzug	 1

a(xr — u r) + b(xr-1 — ar-') + c (xr -2 — ar-2) + ... = R — S2 1

25	 = (x - a) axr -1 + axr -2 • a + ... + aar -1 	II

	

[	 + bxr -2 	+ ... + bar 2]

Die Gr[ö]ße in[ne]rh[a]lb d[e]r Kl[a]mm[e]rn [ ] ist off[en]b[a]r e[in]e g[an]ze

alg[e]b.[raische] F[un]ct.[ion] v.[on] d.[er] Form] l axr -  + bxr -2 + ... + p.

S. Zus.[atz]. W[enn] R f. [ür] x = a, u.[nd] auch f.[ür] x = 13, .. = e[ine]r Gr[ö]ße

30 Q w[ir]d: so [mu]ß 11R = (x — a)(x — ß) S + Q1

B[e]w[ei]s.  Denn w[e]g[en]  des erst [en] ist R = (x — a) S + Q, 1 Also xxa = S

+ S2'; w[e]g[e]n des 2 1 le"l w[ir]d ab[e]r auch S + Q', zu Q", w[enn] rn[an] x = ß

s[e]tzt; 1 Also [m]uß S + S2' _ (x—ß) S' + Q" F[o]lgl[ich] S = (x — ß)S' + S2"' ;

Also

35 R = [(x — a)(x — ß) S' + S"'] + Q = (x — a)(x — ß)S' + S2. ^t
S. Zus[atz]. Also allg[e]m.[ein] w[enn] R f.[ür] x = a, x = ß, x = y, .. zu ei.[nem]

Q w[ir]d: so ist 1 R = (x — a)(x — ß)(x — y) ... S + Q.

1 Vergl. B. Bolzano: Die ersten Gründe der Rechnung mit veränderlichen Größen, § 53.

23



S. Zus[atz]. A.[us] d[e]m L[e]hns[atz] erh[e]ll[e]t, d[a]ß S e[in]e F[un]ct.[ion]

v.[on] niedr[i]g[e]r[e]m Gr[a]de als R ist; u.[nd] zw[a]r I wenn] d[ie] Anz[a]hl

d [e] r F [a] ct. [oren] (x — a)(x — (3)(x — y) .. , n ist; R d[en] Gr[a]d r hat, so hat S

d[e]n Gr[a]d r — n. I Wir kö[nn]t[e]n dah[e]r R, u[nd]S schreib[en]. O[der]

R = (x—a)(x—(3)(x—y) ••••'S'+ S2• II
S. Zus[atz] . Für n = r [m] uß S e[in]e  const. [ante] Gr[ö]ße s. [ein], u. [nd ] w[enn]

das höchste Gl[ie]d in Rd[en] I Coef£[izienten] 1 hat, o[der] a = 1; so ist S = 1 ;

allg[e]m.[ein] = a.1

§. L[e]hns[atz]. D[a]13 sin 2x + cos2x = 1 sey, läßt sich a.[us] ob[i]g[en]  Er-

kl[ä]r[un]g[en] str[e]nge b[e]weis[en]. (S.[iehe] 1[en] erw[ä]h[n]t[en] I Auf-

s. [atz] §. 55.) I

S. L[e]hrs[atz] 2. Auch ist das[e]lbst §.64. erwies[en] d[a]ß sin(x + y) =

1270 sin x cos y + cos x • sin y II
S. L[e]hrs[atz]. Es gibt e[inen] W[e]rth f [ür] x, b.[ei] w[e]lch[e]r cos x = 0

wird. I

B[e]w[ei]s. cos x = 1— 
X l
 + 2Xh

3. — .... ± -1. 2 . 
X 

r + 52. Für x = 0^ ist cos x = + 1 II	 4
1.2	 1.4	 3.. 

also positiv. N[un] gibt es ab[e]r auch e[inen] neg[a]t[i]v[en] W[e]rth d[ie]s[e]r

R[ei]he. M.[an] s[e]tze z.B. II x = 2, so ist 1— X2 + 114, .4. etw[a]s neg[a]t[i]-	 5

v[e]s,	 '_1-4+is=_^ I
2	 24	 3 

Allein cos x = [1-2+1.22  + 	XF
	 Xr,	

(1- 	-
)

   (1— l iXZ12)	 "'  1.2.3.4	 1.2.3.4.5.6	 7.8	 1.271.'10

12'n	  ( 1 („ + 1)(n+ 2) + 
f2 1 wo d[ie] Anz[a]hl d[e]r Gl[ie]d[e]r h[in]t[e]r d[e]r

[1— ..] e[in]e G[e]r[a]de; ist sie ung[e]r[a]d[e] so f[e]hlt d[e]m l[e]tzt[en]

Gl [ie] de das`t I ,,, )7 2n+2) . Wenn [nun] x < 7 (d. h. allg. [emein] als d[e]r

kl[ein]ste Divisor, d[en] I d[ie] Br[ü]che x̂ 11X 1 12 , .. hab[en]) so si[n]d d[ie]se

Br[ü]che alle echt, u[nd] f[o]lgl.[ich] d[ie] II F[a]ctor[en] (1— A), 0 — 1 1X1 1 (2 ), ... 10

( 1 	(,^ + 1)(n +2) ) alle pos[itiv]. D[e]r and[e]re F[a]ctor I ist ab[e]r üb[e]rall

n[e]g[a]t[i]v; also w[enn] auch das erste Gl[ie]d [1— X
2 + 1 2X3. 4] neg.[ativ] ist I

so ist cos x g[e]wijJ n[e]g[a]t[i]v. 1

Also gibt es pos: [itive] u[nd] neg: [ative] cos x.1

Also [mu]ß es auch e[irren] W[e]rth f. [ih] x g[e]b[en], b.[ei] w[e]lch[e]m

cos x=0.II	 15

d lm Manuskript versehentlich »(n+2« statt »(n + 2)«.

2 Die Formel wird in § 65 als Folge von § 64 und der Erklärung § 53 hergeleitet.
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§. Willk. [ürl icher] S[a]tz. M. [an] schr[ei]bt dies [en] W[e]rth  1. (od[e]r wie

Kästner = c)'; 1

§. Zus[atz]. F.[ür] ihn ist sin x = ± V1—coszx = ± 1. Od[e]r sin z = entw[e]d[e]r

+ 1 od[e]r — 1, welch[e]s 1 v[on] beyd[en], wiss[en] wir noch [ni]cht. I
§. Zus[atz]. Es l[ä]ßt sich l[ei]cht zeig[en], o[der] v[ie]lm[e]hr erh [e]ll[e]t schon

a.[us] d[e]m Ob[i]g[en], d[a]ß zw.[ischen] 0 u[nd] 2 liege I Od[e]r noch

g[e]nauer,  zw. [ischen] 0 u[nd] j[ene]r  kl [ein] st [en] Gr[ö]ße, b. [ei] w[e]lch[e]r

20 [1— 1X2 + 1 273 4 ] neg. [ativ] o[der] Null w[ir]d.

S[e]tzt rn[an] 1— Xz + 1 2'`', 	 0; so f[in]d[e]t sich x = ± V6 ± V 12 , d[e]ss[en]

kl[ein]st[e]r W[er]th noch < 2 I ist. — F[o]lgl[i]ch ist n < 4. I

§. Zus[atz]. D[a]r[au]s ergibt sich auf ähnl.[iche] Art, wie ob[en], d[a]ß sin

posit[i]v, also I [ni] cht = —1, sond [ern] + 1 sey. Denn 1
5	 1	 9 

25 sinx= [x-2X3]+2-345(1-6x7)+123... 9( 1 — 111X11 )+ "' + ^ II

W[enn] n [un] f. [ür] x ein W [er] th < 6 g[e]s[e]tzt  ist; so si[n]d alle G l [ie] d [e] r

h[in]t[er] [ ] pos[i]t[i]v 1 Ab[e]r auch [x— 2X3] ist f[ür] einen] W[e]rth v[on]

x < +2 pos[i]t[i]v. Also. — I

§. L[e]hrs[atz]. sin n = 0; sin 2n = 0;... sin nn=0.I

B[e]w[ei] s. Nach d[e]r For[me]l sin(x+y) = sin x cos y + cos x sin y isi. 1

30	 sin n = 2 sin 2 cos 2 = 0, w[ei]l cos z = 0. II

sin 2n=2 sin n• cos tu= 0,w[ei]l sin tu = 0;I

sin 3n = sin 2n• cos n+ cos 2n sin n=0 I

sin 4n = sin 3n• cos n+ cos 3 n sin n =0 1

sin ne = sin (n-1) n• cos n+ cos (n-1) n• sinn = 0, w[ei]l

35	 sin (n-1)n = 0,u[nd] sin n = 0.II
§. L[e]hrs[atz]. cos 0 = + 1, cos n = — 1, cos 2n = + 1, ...; cos 2nn = + 1,

cos (2n +1) n = — l 1

B[e]w[ei]s. cos 0 = + 1 (ex sup [ra] .); nach d[e]r  For[me]l cos (x +y) = cos x

cos y — sin x • sin y 1

ist	 cos n = cos2 2 n —sin2 2 n = 0 — 1 = —1

cos 2n = cos 2 n — sin 2 n = + 1; u. s. w.

40
	

II
cos 2nn = cos2 nn — sin 2 rot = + 1, w[ei]l  sin nn = 0; u[nd] cos nn = + 1

od[e]r — 1

cos (2n +1) n = cos 2n n • cos n — sin 2nn • sin n = — 1, w[ei]l  cos 2nn = + 1,

cos n = - 1, u[nd] 1 sin n =0.11
	

1271

s Es ist nicht gezeigt worden, daß es nur einen solchen Wert in (0,2) gibt.
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§. L[e]hrs[atz]. Auch sin (-n); sin (-2n); .. sin (-nn) si[n]d = 0. 1

R[e]w[ei]s. D[e]nii I sin (-x) = -x + 2X3 - 2.3x 4.5 - - -sin (+x)

§. L[e]hrs[atz]. U [nd] eb[en] so cos (-n) = + 1; u. s. w. W[ei]l cos (-x) = cos (+x)

v[e]r[m]öge II d[e]r Formel. I 5

^. L[e]hrs[atz]. Auch das l[ä]ßt sich erweis[en], d[a]ß d[e]r gr[ö]ßte W[er]th

v[on] sin x = ± 1, v.[on] cos x = ± 1 s[ei]. N[ä]h[m] I [i]ch sin x = ± \/1-cos 2 x;

cos x = ±

§. Zus[atz]. So zeigt sich also, d[a]ß d[ie] F[un]ction x -	 + 2 3X4 .5
±  3 .

xr

4. f.[ür] f[o]lg[en]de W[e]rthe v[on] x, x = 0; x = n; x = -n; x - 27t;2.. r

x = -27E; ... x = ± litt zu Q I w[ir]d, w[enn] rn[an] [ ► iu]r r groß g[e]n[u]g

an[nimm]t. II	 10

sin X= 12 X3 , (1.2.3...r-3.4•..rx +...+xr)+Q ^

Da [null] d[ie]s[e]r Ausd[ruc]k f.[ür] x = n , = -n; = 2n, = -2n , ... _ ± ritt v[e]r-

sch [w in] d [en] [mu] ß: so f[o]lgt  a. [us] ei.[nem] d[e]r  vorh [e] rg [e] h [en] d [en]

L[e]hrs[ä]tze, 5 d[a]ß

sin x= 1 2 3	 r [(x-n)(x+n)(x-2n)(x+2n)(x-3n)(x+3n) ... (x-nn)(x+nn) X

+ Q' ] + Q 1 seyn [m] ässe. I I 	 15

Je größ[e]r rn[an] n nim[m]t, d[e]sto größ[e]r m[u]ß rn[an] auch r n[e]hm[en],

da[mi]t d [e] r f.[ür] 1 x substituirte W[e]rth nn, d[ie] Form[e]11
	i 	 r

sin X = X — 2X3 + ... + 2.3..r + Q

gebe; d. h. da[iiii]t Q < als e[in]e g[e]wisse g[e]g[e]b[en]e Gr[ö]ße w[e]rde; o[der]

sich w[eni]gst[en]s b[e]w[ei]s[en] ( I[a]sse, d[a]ß es < e[in]e g[e]w[i]sse g[e]-

g[e]b[en]e Gr[ö]ße sey. Q ist n[ä]h[rn]l[i]ch i[mme]r <  x`11
 11 20

2.3...(r+2)[1 -
(r+2) ]	z

So lange r noch [ni]cht > x, conv[e]rgirt d[ie] Form[e]l: m[an] kann also

k[eine]sw[e]gs I n = r n[e]hm[en], denn d[ie]s[e]s hieße x = rn n[e]hm[en],

w[e]lch[e]s > r ist. I Weit g[e]f[e]hlt also, d[a]ß rn[an] (wie es in d[e]m

g[e]w[ö]h [HI l.[ichenj B[e]w[ei]se g[e]schieht, n = r nirrr[rn]t, u.[nd] eb[en] 1

d[a]r[au]s schl[ie]ßt, d[a]ß d[ie] ob[i]ge F[un]ction dann k[ein]e and[e]r[e]n

Factor[en ] habe, [mu] ß rti [an] 1 vielm[e]hr n im[me]r v [ie] l kl[eine]r als r seyn

lass[en]. 25

M.[an] ka[nn] auch schreib[en] sin x = 1 2
'3 	[ (— n) (+n)(-271) (+2n) ...

(-litt)(+rrn)(1-n)(1+ n)(1- l)(1+ zrz )...(1-n)(1+*) X + Q']+ S2

o[der] sin x = x [ (-n)(+rz)(-2rz)
2.

(+2n
3

)...(
.
-

.
nn)(+nn) (1 - Xn)(+ xn)(1- X2rz)(1 + X ).. (1- X ) •

1 	 ...r 	2n	 nrz
x	 S2^ 

(1+nn)X+1.2.3...r +Q[

ri Daher sollte es heißen cos (- n) = -1.

5 Gemeint sind wohl die Sätze MM 1269, Z.18 und Z. 35.
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Od[e]r sin x = (̀ n)(+n)(-2n)(+
1i 	 r

2n)...(-nn)(+nn) X (l—)(1 + X)(1— Ax)(1 + ^x )..(1— n,xn ) •x	 1  	 n	 ln	 ln 

( l + nn ) + t..°.!.r + Q l

Diese Gl[ei]ch[un]g gilt f.[ur] j[e]d[en] W[e]rth v[on] x, n u[nd] r [n]ur ist z[u]

m[e]rk[e]n,  d[a]ß 1., d[ie] F [un] ct. [ion] X sich nach I x, n u [nd ] r richtet; 2, d[a]ß

b.[ei] e[ine]rl[ei] n, x v[e]rsch[ie]d[en]e W[e]rthe a[nne]hm[en] kö[nn]e, je

3o gr[ö]ß[e]r es ab[e]r II w[ir]d, d[e]sto gr[ö]ß[e]r rn[uß] rn[an] auch r an[ne]h-

m[en], um f2' u[nd] Q < als e[in]e g[e]w[i]sse Gr[ö]ße z[u] b[e]k[ommen] 13.,

d[a]ß b.[ei] e[ine]rl.[ei] x auch n sich änd[ern] kö[nn]e, ab[e]r je gr[ö]ß[e]r

rh[an] es n[imm]t, d[e]sto gr[ö]ß[e]r [m]uß 1 rn[an] dann auch r n[e]hm[en],

da[mi]t Q u[nd] Q' < als e[in]e g[e]w[i]sse g[e]g[e]b[en]e Gr[ö]ße w[e]rd[err].

Nu[n] erli[e]ll[e]t aus sin x = x — x + .. + 52• o[der] s"x = 1 — x1 + .. + d[a]ß
2. 3	 ' 	 x	 2. 3	 x

das V [e] rh[ä]lt[ni]ß I s'Xx d[e]r Einh[ei]t so nahe k[o]m[m]en kö[nn]e, als rh[an]

35 [nu]r i[mme]r will, w[enn] rh[an] x kl.[ein] g[e]n[u]g n[imm]t. II D[a]r[au]s

f[o]lgt also, d[a]ß bey e[ine]rl[ei] n, d[e]r F[a]ctor (n)( +n)(-ln)(+2n)...( nn)(+ nn) x 
1.1.3....r

d[e]r Einh[ei]t I so nahe k[o]rn[men] [mü]sse, als rh[an] [nrt]r i[rnme]r will,

ind[e]m d[e]r and[e]re F[a]ctor (1— n) (+ n)... (1- n ) (1 + R) I d[e]r Einh[ei]t so

nahe k[o]m[m]t, als rh[an] [nu]r i[mme]r will, w[enn] rh[an] x kl[ein] g[e]n[u]g

n[imm]t. 1

Allein hier[au]s l[ä]ßt sich noch [ni]cht schl[ie]ß[en], d[a]ß auch f. [ür] j [e] d[en]

and. [ern] W[er]th v[on] x, ( -n)( +n)(- 2n)(+
2.3.

2n...() - nn)(+nn)X = 1 + w I sey; w[ei]l sich1.r
X änd[e]rt.

§. D[ie] Ma]hrh[ei]t d[e]r Gl[ei]ch[un]g 	 = (1—'7(,)(1+'7(,)(1—   *)(1+*)

(1— )(1+ rrz) + Si2, die I z[u] b[e]w[ei]s[en] ist, b[e]ruhet auf d[e]r B[e]-

ding[un]g, d[a]ß rh[an] hier alle n, 27t, ... I d[ie] kl[eine]r si[n]d als rin

aufg[e]norn[rnen] habe. Da d[ie]se biste [e]r noch [ni]cht b[enü]tzt word[en] l ist:

so l[ä]ßt sich auch noch [ni]chts b[e]w[ei]s[en]. Uib[e]rh[au]pt ist es schw[e]r,

5 e[in]z[u]seh[en], wie II d[ie]se B[e]ding[un]g benützet, w[a]s aus ihr g[e]folg[e]rt

w[e]rd[en] kö[nn]e. 1

§. M.[an] kö[nn]te gl[ei]ch anfäng[en] m[i]t B
j

[e]tr[a]c
j

ht[un]g d[e]r F[un]c-
(([ •	 ]° sin x	 x1	 4	 +x^

	1	 L	 ]	 g[	 ]	 [ ]	 [ " ]t aon x = l — 2 . 3 + 23x4 .
5— 

2.3..r + x u. nd sa en d a ß sie f. ur x = w,

zu di w[e]rd [en], £[ür] x = n, = —n , = 2n, = —2n, ... = ± rin I ab[e]r, zu Null

w[e]rd [en] m[ü]sse. F[o]lgl [i]ch d[ie] F[a]ctor[en] x —n, x + n , x — 27t, x + 27t, ...

x — nn, I x + rin hab[en] [m]üsse: o[der] xx = (x — n)(x + n)(x — 2tt)(x + 2nt) ...

to (x—nn)(x+nn) Q + 	 + s.[ein] [m]üsse, II = (1—n)(1+n)(1-2rz )(1+ 2n)'
(1--)(l+man )(—n)(+n)(-2n)(+2n)...(—nn)(+nn) Q + S2 + e I —1—A++

14 2.374̀.5 	"' + 2.3..., + x

(' Im Manuskript fehlt hier und in Zeile 11 im Nenner des dritten Glieds der Faktor 5.
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Die Function Q w[e]lche v[on] x u[nd] n u[nd] r abhangt, [m]uß = 1 + X s.[ein],

wo X e[in]e Gr[ö]ße b[e]z[ei]ch[ne]t, 	 d[ie] laut[e]r pos.[itive] Pot[en]z[en] 15

v[oii] x enthält, u.[id] also f[ür] x = 0 v[e]rschwindet. 1 M[an] kann also auch

schreib[en]:
x

21- 2.3
X' 

2.3.4.5
"'

x` ^ 

'
	 52 —_

2.3...r + 	x

(1—n)(1+n)(1—zn )(1+zrz ) ... (1—)(1+n) [1+X] + + 1j

Je Größ[e]r m[an] b.[ei] w[a]s i[mme]r für x, n macht, um d[e]sto w[e]ti[r:]g[e]r

änd[e]rt II sich d[e]r W[e]rth des Prod[u]cts (1— n) ..... (1 + n) d[urc]h s[ein]e 20

l[e]tzt[en] 1+'actor[en], w[ei]l d[ie]se d[e]r 1 s[e]hr 1 nahe kom[men]. Obgl[ei]ch

rn[an] also, w[enn] rh[an] n v[e]rgröß[e]rt, auch r v[e]rgr[ö]ß[e]rn [m]uß, wo-

d[urc]h I sich X änd[e]rt, so b[e]tr[ä]gt d[ie]se Aend[e]r[un]g doch im[me]r

w[e]n[i]g[e]r; w[ei]l [ 1 +X] d[e]r 2' 1 F[a]ctor ist, u.[nd] wenn] d[e]r VV[e]rth

des Prod[uk]ts, u.[iid] des E[ineii] F[a]ct.[ors] sich i ► n[me]r w[e]n[i]g[e]r

änd[e]rt, [m]uß auch I d[e]r  W [er] th des and.[ern] sich i [mme] r w[e]n[i]g[e]r

änd[e]rn. Also näh[e]rt sich [1 + X] i[mme]r m[e]hr e[ine]r g[e]w[i]ss[en] 25

const[an]t[en] Gr[ö]ße, je gr[ö]ß[e]r rh[an] n u.[nd] darnach auch r an-

[nimm]t®' Diese const.[ante] Gr[ö]ße 1 n[iin] [m]uß 1 seyn. W[ei]l f[ür] x = 0,

das g[an]ze Prod[uk]t = 1 s.[ein] [m]uß.

Also ist 9- = (1— )(1 + X) ... (1— X„)(1 + X) + S2 , w[enn] rn[an] [nu]r n gr[o]ß
X    

g[e]n[u]g n[imm]t q.e. dem.

®Bis hieh[e]r ist w[o]hl noch all[e]s richt[i]g. Ja, es ließe sich w[o]hl auch

darth[un], d[a]ß d[ie] N[ä]h[e]r[un]g zu d[ie]s[e]m (f.[ür] e[ine]rl[ei] x con- 30

st[an]t[en]) W [e]rthe v[on] X, so gr[o]ß w[e]rd[en] kö[nn]e, als rrr[an] [nu]r

i[mme]r will, I ind[e]m sich leicht zeig[en] 1[ä]ßt, d[a]ß d[ie] Ae[n]d[erun]g,

d[ie] das g[an]ze Pr[o]d[uk]t 1 erf[ä]hrt, in e[in]e Gr[en]ze eing[e]schl[o]ss[en]

w[er]d[en] k[ann], d[ie] < D ist, u[nd] eb[en] so auch d[ie] Ae[n]der[urr]g

w[e]lche d[e]r F[a]ctor (1—n) ... (1+ %) d[urc]h w[ei]t[e]re V[e]rm[e]hr[un]g

s[eine]r Gl[ie]d[e]r ern[ä]hrt. —

Ab[e]r [nu]r ist üb[e]reilt, d[a]ß  d[e]r const [an] te W [er] th, d[e]m  (1 +X) sich

näh[e]rt b.[ei] all[en] x d[e]rs[e]lbe  s. [ein] [m] üsse. — Dieses [n] ur dann, 35

w[enn] m[an] u[n]t[e]r d[en] F[a]ctor[en] a.[us] w[e]lch[en] (1—n)(1+n)  ....

(1+ ^) zu-ls[a]rn[men]g[e]s[e]tzt ist, keinen] w[e]gg[e]l[a]ss[en] hat, d[e]r

einen] kl[eine]r[e]n N[enne]r hat, als d[e]r l[e]tzt[e]re.

U.[nd] dies[e]s ist eb[en] d[ie] B[e]ding[un]g, d[e]r[en] Benütz[un]gsart ich

[ni]cht k[enuje! 1

Das Zeichen verweist auf Z.29.
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Sollte es v[ie]ll[ei]cht so g[e] h[en]?-

M.[an] s[e]tze ein b[e]st[imm]t[e]s r f[e]st, u[nd] n[e]hme an, d[a]ß d[ie]
z

40 F[un]ction 1 — x +,  x  — ±   	— sin x = P7 II für x = + n^ x = ± 2n.i . 4 . 5 	 2"r5
 ...r 	 ^ ... 

x =

± litt einen] W[e]rth g[e]be, d[e]r < D ist, u[nd] 1 zw[a]r sey x = ± nn d[e]r

gr[öte W [er] th v[on] x b. [ei] w [e] lch [e] rn diese F [u11 ] ct. [ion] noch < D; (b. [ei]

d[en] 1 noch kl[eine]r[e]n W[e]rtli[en] v[on] x ist d[ie]s[e]r W[e]rth noch

7 kl[eine]r). Wir woll[en] e[inen] solch [en] W. [ert] d[urc]h  d b [e] z [ei] ch [nen] I 1273

[]	 [ ]	 []	 []Gl[ei]ch[un]g	
XWir n e hm en an, d[a]ßß in d[e]rr	 sin x = x — 
2.3 + 2 3 .

X5

4 . 5 — ...
±  X  + Q I die Gr[ö]ße Q < D bleibe, bey e[ine]rl[ei] r, so lange rrl[an] x2. 3...r

[nl]cht > n7t tri[mm]t. 1

10 So sey z.B. sin n (= 0) =n	 ..±27;',.+d— ni +  n  	 —
.  	 11

sin 2n (= 0) = 2n — 2n ' + 2n 5 — ... ± 2n ' + d' 1
2.3	 2.3.4.5	 2.i..r

sin nn (= 0) = nn — sin '+ ] 5 — ... ±. nn  + d"2. 3	 2. 3.4. 5 	2. 3.. r

Dar[arl]s ergibt sich d[urc]h Abz[u]g d[e]r erst[en] d[ie]s[e]r Gl[ei]ch[un]g[en]

v.[on] d.[er] ob[i]g[en] sin x = (x—n) — ("Z' ) + (27 5;. Z.' ), — ... ± z^ 	 + Q — d° 1 wo

Q—d gl[ei]chf[a]lls < D s.[ein] w[ir]d (N. kö[17n]t[en] sich [ni]cht beyde ad-

15 dir[en]?) 11

Es ist also sirr x = (x — o) [ 1 + Ax2 + Bx4 + .. + Rxr - ' ] + Q — d9 1

Ax2	 4	 r-1	 S2 --d
	X _n = 1+Ax +Bx +..+Rx +	 IIX_n

S[e]tzt rrr[an] in d[ie]s[e]r Gl[ei]ch[un]g, d[ie] [m]it d[e]r ob[i]g[en] noch

20 i[mme]r e[ine]r[lei] S2 hat, II u[nd] id[en]t[i]sch 10 ist, x = 2o; so erh[ä]lt rii[an]
"o 2n = 0 = 1 + A(2n) 2 + B(23. ) 4 + .. + R(23T)r' + n'' 1
Also'' 	 = A(x — 27r) + B(x2 — 2 2n2) + .. + R(xr ' — 2' - 1nr 

-1)
 + s2 a — ri- a 1

X - JI- n	 X-n	 n

s,^X̂X = (X	 ...— 2n) [A' + B' (x— 2n) + ] + sa — sz a 
X-n	 X - n	 n

sin x =(x — TO (x - 27t) [A" + B"(x+ C" (x2 + ..] + (D — d) (x - 27) — ^ n a (x - 2n).

(x — n) I
25 o[der] ""X	 =A"+B'x+...+	 a — (^ 	a) II(X-rz)(X-2n) =	 X -n	 n

U. [ncl]
(x-1r)(x

sin % —'ln) = 0 = A + B. 3n + C32 .312 + ... + =a —	 a I
	2 n	 n

7 Im Manuskript versehentlich »xr« statt »xr -1 «.

s Im Manuskript versehentlich »(x3- 7)3 « statt »(x 3- n3 )« im zweiten Glied der Reihe.

9 Die eingeklammerte Reihe enthält in Wirklichkeit auch die ungeraden Potenzen von x.

1° D. h. für alle x (ungleich 7t) gilt.

11 In den Zeilen 21-28 sind fast alle Berechnungen unrichtig, insbesondere die Reihen

und die Restglieder.

29



1274

5i"" 	 = 13 1(x 3n) + C'(x 2 - 3 2n 2) + .. + -a _ s=a
(x—rz)(x - 2n)	 x-JL 	27L_ (x-371)[B"'+C"'x+.]+- --I
sin x = (x-n)(x-2n)(x-3n) [13"' + C"'x + ..] + (Q'-d)(x-2n)(x-3n) +

c1 (x -n)(x- 2n) (x - 3n) 1

So ist denn z [u ] l [e] tzt 11 	 30

sin x = (x- n) (x - 270... (x-nn) [B" + C"x + ..] + - etc. 11 	34

Von x(1-;i)(1+ n)(1- zrz)(1+ 2) .... (1- n̂ )(1+„) kann rii[an] sag[en], d[a]ß

es alle W[e]rthe  1 1 v[on] x enthält f. [ür] w[e]lche  sin x = x - 2X3 + 2.3 4.5 ... 35

2 . 3.
+  Xr  + Q zu Null wird. N[ä] llrnl[i]ch I diej[e]n[i]g[en], w[e]lche nochfehl[en],±	 ..r

Tib[e]r (1+	 hinaus,hinaus, als (1- (11 + 1)n) etc. - kö[nn]t[en] Hoch i[mme]r als I

z[u]g[e]s[e]tzt g[e]dacht w[e]rd[en]; sie v[e]ränd[e]rn d[en] W[e]rth des

Prod[u]cts [n]icht m[e]hr b[e]deut[en]d. I

II

Die W[a]hrh[ei]t d[e]r Gl[ei]ch[un]g x 1 2 3 + 1 2 354 5-	 ± 
1 

2';
 + 	=

x(1- t) (1 + 2)(1-e)(1+  e) ... 1 (1 - 2ic)(1 + z) , beruht [nu] r auf d[e]m b[e]-

sond[e]rn W[e]rthe v[on] c, m[an] [m]uß 11[ri]h[m]I[i]ch 1 w[enn] sie w[a]hr

s.[ein] soll, u[n]t[e]r c die Länge e[ine]s Quadr[an]t[en] b[ei] II[a]lbm[e]s-

s[e]r 1, d.I ► . I d[ie] Z[a]hl 3 ' 1 2”" = 1,57... v[e]rstehen. Also kann d[ie]se Gl[ei]-

ch[un]g auch 11 [nu]r b[e]wies[en] w[e]rd[en], w[enn] rin[an] dies[en] W[e]rth 5

v[on] c b[enü]tzt. D[a]ss[e]lbe gilt v.[on] d[e]r 2 11 `911 Gl[ei]ch[un]g 1
	Xz 	Xh 	

X 11 	( 	
X) (
	

X) 
(	 X ) (	

X)
 (	

X
 ) (	 X ) ...1- 12 + 1.2.3.4 — ... ± 1.2.3..0 + S2 = 1 — ^ 1 + 	 1 — 3c, 1 + 3c 1— 5c. 1 +

 5X
	X 	 X 

1 )[e]r W[e]rth d[en] c hab[en] m[11]13, da[mi]t d[ie]se Gl[ei]cl1[un]g[er1] gel-

t[en], w[ir]d 1 [nun] am einf[a]chst[e]n (w[e]n[i]gst[en]s so v[ie]l ich w[ei]ß)

h[e]st[imm]t d[urc]h d[ie] Gl[ei]ch[un]g 11 	10

O = 1— 1 c 2 + 1. 2c3.4 — ... ± 1. 2r3 ..ti Diese [nu] 13 rn[an] also I b. [ei] d[e]m  B [e] -

w[ei]se b[e]n[ü]tz[en]. 1

Od[e]r es ist f[o]lg[en]d[e]r S[a]tz z[u] b[e]w[ei]s[en]. Wenn] c e[in]e solche

Z[a]hl ist, d[a]ß 0 = 1- 
1 c + 1.2 ( 3.4	 ± 1.2^' 3..n + 	I so ist 1- 1X2 + 113.4 ...

±  <X
 n	 c= ( 1— x)( 1 + x)( 1— X)(1+ X)	 (1- X 

1)c	 (2,2:1)n))(1+    	 1 für jed[en]	1.2.3.. 	 3c	 3c	 ...	 (2r+
W [e]rth von x. 11	 15

D[a]ß 1-X? + X`3. 4 - ... ±  X 11 .
n = (1- :*)(1+ Xc ) X s.[ein] [m]üsse, wo X noch

	1.2	 '1.	 1. 2.3. 

irg[en]d e[in]e F[un]ct.[ion] 1 v.[on] x erh[e]llt freyl[i]ch alsb[a]ld, w[ei]l das

erste Gl[ie]d d[e]r Gl[ei]chi[uri]g f.[ür] x = ± c zu Null w[er]d [en] I 111[11]f3.  A. [us]

d[en] B[e]tr[a]cht.[un]g[en], d[ie] wir ob[en] ang[e]st[e]llt, n[ä]h[m]l[i]ch, d[a]ß

1- Xz + .... auch f[ür] ± 3c, I ± 5c, ... ± (2r+ 1)c zu Null w[e]rde, f[o]lgt auch 1
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2	 4

1— X +	 X 	
...—	 ±1.2 . 

X

 3.n	 7)(1+= (1— ) 	 Xc	 3c)(1— X )(1+ 3
X

c
) ... ( 1— 	 )i.2	 1.2.3.4 	 ('lr+t)c

20 ( 1+ (2r+1)e) X II
Ab[e]r d[a]ß X = 1, oder] = 1 + Q sey, ist so schw[e]r z[u] b[e]w[ei]s[en]. 1

72Aufgab[en] ausKroymanns Uib[un]g[en] des Witz[e]s u[nd] Nachd[en] k[en]s,

[m]it Auflös[uu]g[en] v[on] Schül[e]rn 1 die nach d[e]r pestalozzisch[en] M[e]-

th[o]de im R[e]chn[en] u[n]t[e]rrichtet w[e]rd[en]. Ein Beytr[ag] z.[um] Kopf-1

rechn[en], v[on] Peter Jung Peters. Altona (Harn[m]erich) 1812. 56 S. (4gr) 1

25 W [ir] d in d.[er] Jen [aer] Lit [eratur] z. [eitung] s[e]hr  g[e]lobt. 11

V[e]rsuch e[ine]r fest[en] philos.[ophischen] B[e]st[immu]ng d[e]r erst[en]

Vorst[e]ll[un]g[en] u[nd] Gr[un]db[e]g[ri]ffe d[e]r GröfJ[en]l[e]hre, 1 insb[e]-

s. [ondere] des B[e]g[ri]ffs v. [on] d. [er] discr. [eten] Gr[ö]ße, etc. v. [on] H. W.

Kraushaar, L[e]hr[e]r am Gym.[nasium] 1 zu Hersfeld. Hersfeld (Mohr) 1814.

37 S. (5gr.)1

W[ir]d  in d.[er] Jen. [aischen] l,it[eratur]z. [eitung] 1815. Aug. [ust] Ni. 146. 12

all[e]n M[a]th[ema]t[i]k[e]rn empfohl[en], w[e]lch [en] e[in]e 1 sch[a]rfe B[e]-

st[immun]g d[e]r erst[en] Gr[un]db[e]g[ri]ffe am H[e]rz[en] liegt. "Es ist

30 w[a]hr, s[a]gt R[e]c.[ensent], d[a]ß alle II Wiss:[enschaften] schwier[i]g[e]r

w[e]rd[en], je m[e]hr rh[an] zu ihr[e]r Quelle emporst[ei]gt, u[nd] d[ie] f [e]ste 1

B[e]gr[ün]d[un]g des G[e]bäud[e]s kostet ei[nen] gr[ö]ß[e]rn Aufw[an]d

v[on] G[ei]st[e]sk[ra]ft, als d[e]ss[en] f [e]rn[e]re 1 Ausführ[un]g.,, — — — Auch

R[e]c.[ensent] hält d[ie] Einh[ei]t f.[ür] indef[ini]b[e]l. D[en]n Erkl[ä]-

r[un]g[en] wie: 1 "J[e]d[e]s D[in]g, f.[ür] sich b[e]tr[a]cht[e]t, h[ei]ßt Einh[ei]t;

o[der] Einh[ei]t ist das Gem[ein]s[a]me in d[e]r V [ie]Il1[ei]t u[der] dasj.[enige]

Unge-Ith[ei]lte, das in d[e]r Z[a]hl m[e]hrm[a]hls vork[o]m[m]t,,, enthalt[en]

35 nu[r] fein v[e]rst[e]ckt[e] Zirk[e]l. II °(Nicht sehr fein!)° — Doch f[in]d[e]t

R[e]c.[ensent] e[inen] s[e]hr w[i]cht[i]g[en] Unt[e]rs.[chied] zw.[ischen] Ein-

h[ei]t u[nd] PH] ct, ind[e]m d[ie]s[e]r 1 etw[a]s blo/3N[e]g[a]t[i]v[e]s °(?)°, d[ie]

Einh[ei]t d[a]g[e]g[en] j[e]d[e]sm[a]111 etw [a]s Posit[i]v[e]s ist u[nd] bl[ei]bt.	 1275

"D[e]r neu[e]n Erkl.[ärung] d[e]r discr.[eten] Gr[ö]ße als e[ine]s Inb[e]g[ri]ffs

v[on] Einh[ei] den] „ ka[nn] R[e]c.[ensent] s[einen] Beyf[a]ll 1 [ni]chttg[e]b[en].

Denn a, ist [ni]cht j[e]d[e]r inb[e]g[ri]ffv[or1] Einlr:[eiten] auch sch[o]n e[in]e

Z[a]hl.  Z.B. e[in]e  Bibl[io]th[e]k 1 ist all [e] rd. [ings] ein Inb[e]g[ri]ff v[on]

Die Zeilen 2-3 und 7-8 sind links durch einen Strich markiert.

12 Spalten 215-216.
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Einh:[eiterr] (Büch[e]rn) ab[e]r d[ie] Bibl.[iothek] s[e]lbst wird w[o]hl Ni[e-

man]d e[in]e  Z[a] hl n[enne]n  . 1 Die arithm.[etische] Gr[ö]ße d[e]r  Bibl. [iothek]

b[e]st[e]ht [n]ur in d.[er] Anz[a]hl ihr[e]r Bände; allein das B[e]st[imme]n

d[ie]s[e]r Z[a]hl s[e]tzt das Zähl[en] vor[au]s, e[inen] Act des Derrk[en]-

d[en] Suhj[e]cts. D[ie] Einh[ei]t[en], w[e]lche 1 obj.[ektiv] g[e]tr[enn]t si[n]d,

[m]üss[en] erst subj.[ektiv] in E[ine]s v[e]rb[urr]d[en] w[er]d[en], um d[ie]

Z[a]hl  z [u] erzeug[en]. b, g[e]hört  1 nach u [n] s. [erer] Uib [e] rz. [eugung] d[ie]

Gl[ei]chart[i]gk[ei]t d[e]r Einli:[eiten] d[urc]haus z.[um] W[e]s[en] d[e]r

discr[e]t[en] Gr[ö]ße. Das Ungl[ei]chart[i]ge kann nie in E[ine]r Zahl

v[e]rb[un]d[en] w[e]rd[en]. D[e]n Gr[un]d, a.[uf] w[e]lch[e]n d[e]r V[er]-

f.[asser] d[ie] g[e]w[ö]h[n]l.[iche] Def.[inition] v[e]rw[ir]ft, w[ei]l sie auf

u[n]g[enan]nte 13 Z[a]1l[en] [ni]cht p[a]sse, ind[e]m rn[an] hier k.[eine]

gl[ei]chart[i]g[e]s, 	 Einh[ei]t[en] sich denkt, f[in]d[e]t lt[e]c.[ensent] °([m]it 	 to

R[e]cht)° u[n]h[a]ltb[a]r. Denn auch hier m[u]ß rn[an] sich d[en]k[en], d[a]ß

d[ie]se 1 Einh[ei]t[en] alle, v[on] w[e]lch[e]r Art sie i[mme]r sey[e]n, gl[ei]ch-

art[i]g sey[e]n. 1

Auch d[e]r B[e]h[au]pt[ung] des V[er]f.[assers], d[a]ß d[ie] Einh[ei]t schon

e[in]e  Z[a]hl s. [ei], wid [e] rsp. [rieht] I1 [e] c. [ensent], "Denn eb [err] w[ei]l  Eins

d[e]rAnf[an]g I u. [nd] das El[e]m[en]t d[e]r Z[a]hl ist, so ka[nn] es [ni]cht schon

s[e]lbst e[in]e Z[a]hl. seyn.,, — Zw[a]r I kann rh[an] j[e]d[e]s Eins noch aus

b[e]st[e]h[en]d  a. [us] viel [en] °(kl[eine]ren)° Einh[ei]t[en] denk [en]; ab[e]r

rn[an] m[u]f3 es [ni]cht. 11 D[ie] Eins, als solche, ist nie e[in]e Z[a]hl, sie kann 15

ab[e]r, d[urc]h mögliches] Z[e]rth[ei]1[en] in gl[ei]che Th[ei]le, 1 s[e]lbst

wied[e]r als Z[a]hl g[e]d[a]cht w[e]rd[en]. — Rec.[ensent] u[n]t[e]rschr[ei]bt

sich 0» 1

°(: N. S.[iehe] meinen] Ausz[u]g a.[us] d[ie]s[e]r Schr[i]ft in einem] d[e]r

vorh[e]rg[e]h[en]d[en] H[e]fte. 15 — — Viell[ei]cht ist I f[o]lg[en]de Erkl.[ärung]

d[e]r Z[a]hl richt [i]g: Z[a]hl ist d[e]r b[e]st[imm]te Ausd[ruc]k (o[der] d[ie]

B[e]st[immu]ng) e[ine]r aus gl[ei]chart:[i]g[en] Th[ei]l[en] 1 b[e]st[e]h[en]d[en]

Vielh[ei]t.)° II 20

K Rezensent (Hoffmann): in Eine Zahl.

13 In der Rezension »unbenannte«.

14 Sigel des Rezensenten J. J. I. Hoffmann.

rs MM, Heft 12, 5.1105-1107 (BGA 2B 7/2, S.162-169).
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Analysis I

In Klügels m[a]th.[ematisches] Wört[e]rb.[uch] 3 B.[an]d S.[eite] 890 h[ei]ßt es,
- -nr

d[a]ß (nach Euters Opusc.[ulis] i analyt[icis] T. II. Petrop. [ol i] 1785) J('
rn Il++'E
	

I
,	 )

rz dz = n .^II ,,, >, seyI

V[e]r[mu]thl[i]ch w[a]ltet hier ein V[e]rseh[err] ob; u.[nd] es soll d[ie]se Gl[ei]-

25 ch[un]g [nu]r f.[ür] e[inen] b[e]st[imm]t[en] W [e]rth  I v.[on] z g[e]lt[en].'" I1
ri-1	 ri- m-1

Löst rn[an]+„ , u[nd] Z Zr in Reih[en] auf; so ist
r-1 + ^n m 	 Zu	 Zn+rn	 Z2n+nr	 dir,+m	 z4n+m

1+z” dz = C + rn n+m+ 2n+rn in+m+ 4n+m "' I
+ 7n rri - Z2n-i + ein-m — Z4n--rri + Z5n ni —

n m 2n-m in-m 4n-m 5n m ...

Ab[e]r ein[en] Ausd[ruc]k, d[e]r auf d[ie] ob[i]ge Forrrr[e]1 leitete kann] ich

[ni]cht find[en].

30 Nach e[ine]r and[e]rn Substitution, n [ä]hml[i]ch 1 + zn = 2 + 2u ist 11
r-I	 n-m-1

(' ; +^	 ) dz = il,a+n) [(1 + 2u)'"
I,
+ (1+ 2u)- 1] 1rr

wo rn[an] [nu]n d[ie] Gl[ie]d[e]r in[ne]rh[a]lb d[e]r [ ] nach d[e]r Bino[mia]1-

for[me]l entw[ic]k[e]ln u.[nd] [irri]t 1— u + u 2 —u3 + .. I [m]ult[i]pl.[izieren]

kö [nn] te. — Ab[e]r ich zw [ei] fle, d[a]ß  rn [an] dann auf e[in]e  trig. [onometrische]

Function g[e]lang[en] w[iir]de. 1

N L[e]hre v[on] Gl[ei]ch[un]g[eu]. 1

Im Allg[e] m. [einen] Anzeig[e]r d.[er] Deutsch [en] (13 Jan.[uar] 1816) ist an-

35 g[e]z[ei]gt, d[a]ß  7 Dec.[ember] 1815 II Pr [o] f. [essor] Gau/3 d[e]r  kön. [iglichen]

Soc.[ietät] d. [er] Wiss.[enschaften] in Göttingen e[is]e Vorl.[esung] üb [e] r-

g[e]h[en]: "De-Imonstratio nova altera theorematis, ornnem functionem alge-

braicam I rationalem integram unius variabilis in factores reales primi vel 1

secundi gradus resolvi posse. — Freyl [i] ch [ni] cht so e [ i c c ] f [a] ch c i [ nd] k [II]  rz, wie

d[e]r erste I B[e]w[ei]s, d[e]r auf georn:[etrische] B[e] tr[a]cht[un]g[en] b[e]ruht,

40 ab[e]r daf.[ur] rein alg[e]br[ai]sch. Z[u] fi[u]d[eu] in d[em] b[a]ld z[u] er-II

sche[inen]d[en] 3' 1 Pn 1 B. [and] d[e]r Corn[m]entation[eii1 d[e]r Societät. II
	

1276

Leitfad[en] f.[ür] e[inen] heurist.[ischen] Schulu[n]t[e]rr[i]cht üb[e]r d[ie]

allg[e] m. [eine] Gr[ö]jJ[en] l [e] hre, El[e] m[en] t[a] rg[e] -I orn [e] trie, eb [en] e Tri-

g[onome]trie, g[e]m[ein]e Alg[e]bra u.[nd] d[ie] Apoll.[onischen] K[e]g[e]l-

sch[ni]tte, v.[on] 1 .Ioh[ann] Andr.[eas] Matthias, L[e]hr[e]r an d.[er] Dom-

sch. [ule] zu Magdeburg. 1813. 160 S. B. 12 K [u] pf [e] rt. [afeln] Magdeburg

.r' Es sollte tatsächlich das bestimmte Integral von 0 bis 1 sein. Vergl. auch Euler: De va-
lore (Euler (1)).
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(Heinrichssohn) — V.[on] eben] d[e]ms[elben]. Erläut[e]r[un]g[en] zu 11 d[e]m 5

L[ei]tfad[en] etc. 3 Abth[ei]l[un]g[en] (236 S. 194 S. 176 S) 1814. 1815. —1

In d [e] r Vorr.[ede] spr[i]cht d[e]r  V[er]f.[asser] s[e]hr  ausf. [ührlich] üb[e] r d[erl]

Nutz[en] d[e]r heurist. [ischen] M[e] th. [ode] — Gut. —1

Math[e]m[a] t [i]sch[e]s L[e]hrb[u]ch z.[uni] G[e]br[au]che öff:[entlicher]

Vorl[e] s[un]g[en] auf d[e]r 1.[öniglichen] /layr[i]sch[en] Landes-[univ [e]rs [i] tät

zu Landshut, v[e]r£[asst] v.[on] Maurus Magold, k.[öniglichem] bayr.[ischern]

g[e]h[eirn]l.[ichem] ßathe u[nd] 1 öff.[entlichem] ord.[entlichem] lrof.[essor]

d[e]r M[a]th.[ematik] allda. 1 Th[ei]1 Ar[i]th[me]t[i]k. 520 S. 9 Tab.[ellen]. 3Ce

Ausg.[abe] 1813. 11 2. Th[ei]1 — El[e]m[en]t[a]rgeom.[etrie] u[nd] Trig[onome-

trie]. 496 S. 11 K[u]pf[e]rt.[afeln] 1814 2te Ausg[abe]. 1

In d [en] Gött. [ingischen] G[e] lehrt[en] Anz[ei]g[en] w[ir]d d[ie]s[e]m L[e]hr-

h[u]che "u[n]t[e]r d[e]r gr[o]ß[en] M[en]ge„ ein "vor-lz[ü]gl[i]ch[e]r Rang„

z[u]g[e]stand[en] — Kl[a]rh[ei]t, D[eu]tl[i]chk[ei]t, Kürze; g[e]naue B[e]f[o]l-

g[un]g d[e]r m[a]tll[erna]t.[ische ► i] L[e]hrm[e]th[o]d[e] 1 nachte Erkl[ärung]

Gr[un]ds[atz] u.s.w., "In e]iiii]g[en] ne[uen] L[e]hrb.[üchern] hat m[an]

ang[e]f[an]g[en] v.[on] d[ie]s[e]r Form abz[u]g[e]h[en] 1 u.[nd] hat sie w[o]hl

g[a]r f.[ür] g[e]zw[un]g[en] u[nd] p[e]d[an]t[i]sch erkl[ä]rt. M[an] 1[ä]ßt d[ie]

S[ä]tze a.[us] e[inan]d[e]r sich e[n]tw[i]ck[e]ln, II ohne z[u]vor d[en] L[e]s[e]r 15

iih[e]r d[en] Inh [a]lt e[nie]s j[e]d[en] S[a]tz[e]s im g[e]r[in]gst[en] z[u]

li[ele]hr[en], u[nd] [nun] erst, nachd[e]m 1 e[in]e g[an]ze R[ei]he v[on] Schlüs-

s[en] z[u] Ende ist, erf[ä]hrt er, v.[on] w[e]lch[e]m S[a]tze denn eig[en]t-

l[i]ch d[ie] R[e]de 1 war. Wir halt[en] es f.[ür] w [a]s zw[e]ckni[ä]ß[i]g[e]r,

w[enn] d[e]m Anf[än]g[e]r erst d[e]r S[a]tz ausg[e]spr[o]ch[en] w[ir]d, 1

[mi]t d[e]ss[en] B[e]w[ei]se er sich b[e]sch[ä]ft[i]g[en] soll. Er ist dann]

aufm[er]ks[a]m[e]r auf d[en] Z[u]s[a]m[men]h[an]g all[e]r e[in]z[e]ln[en]

Schlüsse, u[nd] auf d[ie] Art, wie d[e]r ausg[e]spr.[ochene] S[a]tz a.[us] d[en]

Schlüss[en] f[o]lgt. Auch di[e]nt d[ie]se 11 Form zu e[ine]r b[e]quem[en] 20

Ui h[e]rs.[icht] d[e]r b[e]r[ei]ts erwies[ene]n S[ä]tze, u[nd] zu e[ine] r b[e]ss[er]n

Einpr[ä]g[un]g 1 d[e]rs.[elben] ins G[e]d[ä]cht[ni]s.,, — D[e]r V[er]f.[asser] hat

Euler, Kästner, Karsten, Lorenz Schulz, u . [nd] b. [ei] d[en] Anw [en] d [un] g [en]

d[e]r  Geom. [etrie] Mayers pr [a] kt. [fische] Geom. [etrie] b[enü]tzt.  — [

h Die Zeilen 13-21 sind links durch einen Strich markiert, die Zeilen 40-42 durch einen

Doppelstrich.

34


	Titelseite
	Copyright
	Inhaltsverzeichnis
	Vorwort
	Einleitung
	Erste Seite

